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Préologo

Después de buscar en el mercado y no encontrar ninglin libro que cumpliera con el
programa que se imparte en el curso de Precélculo, de la Universidad de Monterrey, nos
dimos a la tarea de elaborar un texto que cubriera en la medida de lo posible, el plan de
estudio de la materia.

La estructura de este libro se pensé como algo dindmico, ficil de entender y muy
préctico para el alumno por lo que en cada capitulo se incluyé:

= Una parte tedrica con problemas resueltos y con su respectiva explicacion

= Una parte préctica que incluyera ejercicios propuestos para que el alumno los re-
suelva,

De igual manera, se buscé dar mayor énfasis a la parte algebraica, necesaria para
cursar con éxito la materia de Cdlculo,y de esta forma el alumno pudiera adquirir ma-
yor habilidad y reforzar los conocimientos imprescindibles del dlgebra,

Los temas que se abordan son:

Capitulo 1  Sistemas de nlimeros.

Capitulo 2 Exponentes.

Capitulo 3 Radicales.

Capitulo 4 Expresiones algebraicas y sus operaciones,
Capitulo 5 Productos notables,

Capitulo 6 Factorizacién,

Capitulo 7 Fracciones simples y complejas.

Capitulo 8 Ecuaciones.

Capitulo 9 Desigualdades y valor absoluto.

Capitulo 10 Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales
Capitulo 11 Funciones.

Capitulo 12 Aplicaciones diversas,

Capitulo 13  Evaluacitn de expresiones algebraicas,
Capitulo 14  El digebra y su conexidn con el Célculo,

Esperamos que este texto les sea de utilidad a los alumnos y a los profesores.



SISTEMAS DE NUMEROS

1.1 Clasificacion de los nimeros

1.1

1.2

1.3

1.4
1.5
1.6

Clasificacion de los
numeros

Operaciones y
propiedades de los
ndmeros reales

Suma, resta,
multiplicacién y divisién
con nuimeros enteros y
fraccionarios

Calculo de promedios
Célculo de porcentajes

Razonamiento aritmético

El siguiente esquema muestra la clasificacién de niimeros con los cuales trabajaremos.

Niimeros reales

Y
0

Negativos Positivos

Y
: .. .l
mmTﬂa Irracionales mmTMm Irracionales
: 'y :

Enteros Fraccionarios  Enteros Fraccionarios

FIGURA 1.1

El cero representa un elemento de separacién entre los nlimeros positivos y ne-
gativos, de modo que es mayor que cualquier nimero negativo y menor que cualquier
nimero positivo.

Niimeros negativos Niimeros positivos

0

FIGURA 1.2

En la recta numérica aparecen asf:
Cada uno de estos conjuntos se representa con la siguiente notacion:

* Nimeros complejos: C

= Nimeros reales: R

* Nimeros reales negativos: R~

* Numeros reales positivos:  R*

* Niimeros racionales: Q

* Nimeros irracionales: Q'

= Niimeros enteros: Z

* Niimeros naturales: NoZ*

El primer conjunto de nimeros que se utiliza es el de los enteros positivos, también
llamados niimeros de conteo o naturales:

1,2,3,4,5,...
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Los enteros negativos se representan de la siguiente manera:
e _1,_2,_3,_4’_5’ s

Cuando se combinan los enteros positivos, los enteros negativos y el cero, se obtienen
los enteros:

vor —5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,. ..
A continuacién veremos algunas aplicaciones de los niimeros enteros positivos y
negativos:

® EJEMPLOS

a. El nimero para representar que la temperatura es de 5° bajo cero es:
R=-5

b. El nlimero para representar que Juan tiene ahorrados $23 en su alcancia es:
R=+23

¢. El nlimero que representaria, en términos de ganancia, que hubo una pérdida de
$25 000 es:

R = -25000

Y asi sucesivamente podemos mencionar una serie de situaciones en las que se
utilizan los niimeros enteros en general,

Los mimeros racionales son aquellos que pueden ser expresados como el cociente
de dos enteros, excepto si la divisiOn es entre cero, pues ésta no existe. Los niimeros
con decimales exactos o que se repiten (decimales periddicos), son casos de niime-
ros racionales,

@® EJEMPLOS
a. % =04 Nimero con decimales exactos.
1 . .
b. - 0.1666 Nimero con decimales repetidos.

3 ; =0.571428 Se repite después de un niimero méiximo de seis digitos.
d V9=3 Niimero exacto.

=4 Nimero exacto,

Observacion: Todoslosenteros forman parte del conjunto de los nimeros racionales,
ya que todo entero se puede escribir como el cociente del mismo ntimero entre la uni-
dad positiva o negativa.

® EJEMPLOS

Lo anterior nos lleva a una expansién del sistema numérico, Por definicién, los mi-
meros irracionales son todos los niimeros decimales que no se repiten y no son exactos.
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Secc. 1.1 Clasificacién de los nimeros 3

® EJEMPLOS
a. 0,10010001,

b. 0.12345678910111213.
Los cuales siguen un patrén definido que no se repite.
Otros ejemplos son: m, V2, V15, etcétera.

Considerando los conjuntos de niimeros anteriores definimos los mimeros reales
como aquellos que son racionales o irracionales, 0 bien, como los niimeros decimales
en general.

@ EJEMPLOS
+2, +3, t%,t':rr, +0.5, =11212..., +V2,V15,etcétera.

De acuerdo con la definicién anterior, todos estos niimeros se identifican como
mimeros reales.

Por otra parte, extendiendo més el sistema numérico real tendremos un sistema
mayor llamado mimeros complejos, del cual podemos decir que estd integrado por nii-
meros de la forma @ + bi,donde a es un niimero real y bi es un nimero imaginario, De
este modo, tanto el conjunto de los niimeros reales como el de los niimeros imaginarios
son subconjuntos de los nlimeros complejos,

En la expresién a + bi se tiene que a y b son niimeros reales e i =V —1 es un nii-

meto complejo,

Al nimero bise le llama también nimero imaginario puro.

L Diga a qué campo o campos, de los siguientes: naturales (N),
enteros (Z), racionales (Q), irracionales (Q"), reales (R) o
complejos (C), pertenecen los niimeros que se presentan a

continuacién,

Nota: Un niimero puede pertenecer a més de un campo.

L =3
V2
5 V7

7. —1000

® EJEMPLOS
a. 3+2i d =5 +V-9==-5x3%
b. i e —10—4i
& V—4==2 £ —-8i
19, -75 20. 3.14168125...
1
21, -3 22, 4
23, —i 24, 11738
24 25, 2 26. 0
4 _é 27, 0333 28, 32
58 29, 3 30,1
3 —V5 32 -2
8. = 4
1:" 331. g 34. ‘!!—64
80
10, 5 35 2w
12, V16 IL Escriba el nimero que representa cada situacién.
(a) Un submarino se encuenira sumergido a una profundi-
A 123 dad de 37.9 metros.
{b) Un termémetro marca 23 °C,
16. 4.31313 {¢) Cierta ciudad se encuentra a 500 metros sobre el nivel
3 del mar,

"5

(d) Luis vendié periédicos y su ganancia fue de $107.40.
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(e) La temperatura promedio del mes pasado fue de 7 °C
bajo cero.
() Tomds le pidi6 prestado a Joaquin $900,

{g) Un avidn se eleva a 10 000 metros sobre el nivel del mar.

(h) Un dia de febrero de 2011, en la cindad de Monterrey la
temperatura fue de —3 *C bajo cero.

(i) Un barco hundido en 1900 se encuentra en el llamado
Tridngulo de las Bermudas a 1 000 metros bajo el nivel
del mar.

{k) Laura comprd una laptop y por ello adquiri6 una deuda
de 25 000 pesos.

1.2 Operaciones y propiedades de los numeros

reales

Las operaciones fundamentales que pueden efectuarse con los nimeros reales son
suma, resta, multiplicacién y divisién.

Propiedades de los nimeros reales

a. Propiedad reflexiva. Para cualquier @ € R, tenemos que:

Ejemplos: 6=6,-3=-3
b. Propiedad simétrica. Para cualquier a,b € R, tenemos que:

Ejemplos: S5=x=x =3,

sig=b=b=ag

x==-3=-3=x

¢. Propiedad transitiva. Para cualquier a, b, ¢ € R, tenemos que:

sia=b ¥y b=c=a=c

Ejemplos: Si2+2=3+4+1 vy 34+1=4=2+2=4

Six =9

9=03)3)=x=(3)3)

Leyes de los numeros reales

a. Ley de cerradura. Para cualquier a, b € R, tenemos que:

a+beER y a-bER

Ejemplos: 3 + 4 es un niimero real y3 - 4 es un niimero real

b. Ley conmutativa. Para cualquier a, b € R, tenemos que:

Ejemplos: 7+1=1+7

a+b=b+a y a-b=b-a

y 3-4=4-3

¢. Ley asociativa. Para cualquier a, b, ¢ € R, tenemos que:

(a+b)+c=a+ b+ y (ab)c = a(bc)

Ejemplos: 3+2)+4=3+(2+4) y 2:3)4=2(3-4)

d. Ley distributiva. Para cualquier @, b, ¢ € R, tenemos que:

alb+c)=ab+ac vy (b+c)a=>ba+ca

Ejemplos: 4(2+1)=4-24+4'1 y (24+1)4=2-4+1-4
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e. El elemento identidad (para la suma). Existe un niimero real llamado cere, deno-
tado como 0, tal que para cualquier @ € R, tenemos que:
at+l0=a ¥y 0+ta=a
Ejemplos: 5+ 0=35 ¥y 0+5=5

f. Elelemento identidad (para el producto). Existe un niimero real, denominado uno
y designado con 1, tal que para cualquier a € R, tenemos que:

a-l=a l-a=a
Ejemplos: 5-1=35, 1:5=5 y —-8-1=-8

g. El elemento inverso (para la suma). Para cada ¢ € R existe un niimero real deno-
tado con —a,tal que:

a+(—a)=0 vy
Ejemplos: 3+ (-3)=0 y -3+(3)=0
h. Elelemento inverso (para el producto). Para cada niimero no nulo a € R existe un
miimero real, designado con i, llamado también el reciproco de a, tal que:

a a
1

Ejemplos: 4&)=1 5(§)=1 y —3(3=1 —%(—a)=1

(—a)+a=0

Nota: En el ejemplo anterior observamos que £—1£ es el reciproco de 4, igual que 4 es el

reciproco de i Para los otros ejemplos podemos afirmar lo mismo,

L En cada uno de los siguientes ejercicios sefiale qué propie- 13, G+x)2=6+2%
dad o ley de los nlimeros reales se utiliza.

1. 3+2=2+3
3 - 4 es un niimero real

B:2=2-8

2 — 5 esun nimero real

-+

7. x+2)+b=x+{(2+b)

2
3

| 1
4, i+{0)_5
LY
[

8 Sx+(—5x)=0

9. ab+2y=ab+2a
10, 92 +3) =9(2) + 9(3)
1. 4+0=4

12 7=7

14 SigW=TyT=4=1W=4 _

15, 8-1=8

16. y =3entonces3 =y

[
o
ad

——

Tad|
S
It
(=

4+ (—4)=0

x+tytz=y+z+x

(oo

R R BRBEBEE E
|
°
E

l'x=x
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1.3 Suma, resta, multiplicacion y division con
nameros enteros y fraccionarios

a. Sia, byc € R, entonces la operacién de suma o adicién se define mediante la si-
guiente ecuacion;
a+b=c¢
Ejemplo: 5+4=9

b. Sia y b € R, entonces la operacién de sustraccién o resta se define mediante la
siguiente ecuacion:
a—b=a+ (-b)
Ejemplo: 6 —5=6+(—95)
¢. Siay b € R,entonces la operacién de multiplicacién se define mediante la siguien-
te ecuacion:
ab=b.a=c
Ejemplo:4:5=5-4 =20

d. Siay b € R,con b # 0 la operacidn de divisién se define mediante la siguiente

ecuacidn;
B f1
b~ ° (b)

e. Sia,b,cydER,con byd#0,entonces:

B
Ejemplo: 3 2 (3)

a c_ e
b d bd
H . 1-2: 2
Ejemplo: 3’77
f. Sia, bycE R conc# 0, entonces;
a . b_atb
c ¢ c

Ejemplo: %+ % = g =3

g. Sia, b,cyd€ER,con by d# 0,entonces:

g+£=ad+cb

b d bd
; 1.2 1(5)+2(3) _5+6 11
Blemplor s g =""1g ~ — 1§ 8

h. Para cualquier @, b,cy d € R, donde b, ¢y d # 0, entonces:

Observacién: Tome en cuenta que al sumar dos nliimeros positivos el resultado es
otro nlimero positivo, Por otra parte, si se suman dos niimeros con signo diferente, se
restan los niimeros, y el resultado tendré el signo del niimero mayor. Si se suman dos
nfimeros negativos su resultado es otro nimero negativo,

Si se multiplican o se dividen:

— Niimeros con igual signo, el resultado es un niimero positivo.
— Nimeros con signos diferentes, el resultado es un mimero negativo.
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Esquematizando lo anterior con las leyes de los signos para la multiplicacién y
divisién, tenemos lo siguiente:

) (<)
+o+ =+ +++=+
+r—=— -+ -
_—— = e e RS
@® EJEMPLOS
Multiplicacién Divisién
(4)(2) =8 4
52
(5)(=3) = =15 o ol
—10 2
(—4)(2) = -8 T
3
(—2)(-3)=6 =15
5>
Ejercicios 1.3 18,7,
L Efecttie las siguientes operaciones con niimeros reales. 3 3 3
L 2+(-3)+1= 17, - tiEs
2 8+5+10=
7 B i
3 -3-1-9= bl A A
4 (H+ED+H(ED= o, AT M
5 15+ (—16)+ 4= By
6. 23+25-48= 2. 35t~
7. B4 = 11,1
= Ao atE
8 (-8)(-7=
4 1 .1_
. (DA (H= 2 g t3T
4(2) = 5,7 7_
10 (5)(3) B.outg 3~
LAV AT T |
n (3)()(3) - u 3-F1-
5\ 2 5 11 _
2 (5)(5) - B 53t g
8\ (9) _ 8.2_
B (5)() - %975
2\(13\(_29) - 2y, 2
14 (3)(2 ( 13)‘ 177

b | b=
.,.|_
b [
,,I.,_
[ |
I
—
|~
S
I
a———
Sl
£
ES Sy
It
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B () (=) -
37. —(—37.89) — 57 =
11, 66 _ gt
el %%
3L (—46) + 53+ (-87) +(-1.2) = 9 (E_ﬁ)_(ﬁ_ﬁ)=
6 6) 66
32 29+ 1+ (—68)+(-31)+7=
1 1 2
33, (—375) + (—752) + (—1L1) = 40. —(4a+ 5)”5*
1 3
(o) co- ()9
4 a)*( W =) g5
9 4 (=13, (JAT) 27, (_38)
= g+ () (2)+ T+ (%)

1.4 Calculo de promedios

Un promedio se calcula con el objetivo de hallar un niimero medio entre varios de la
misma especie, Debe entenderse que el niimero medio no es aquel que divide al conjun-
to de datos en dos partes iguales.

Regla general

Para determinar el promedio de un conjunto de datos hay que sumar cada uno de ellos
y dividir el producto de la suma entre el niimero total de datos,

® EJEMPLO 1

Un nifio gastd el lunes $3.95, el martes $4, el miéreoles $2.85 y el jueves §7. ;Cuél es su
gasto promedio por dia?
Solucion: Sise suman las cantidades que ha gastado el nifio por dia, se obtiene $17.8,

Esta cantidad se divide entre el nimero de dias que el nifio ha gastado dinero (4). El
resultado es el gasto promedio diario, esto es:

395+4+285+7 _ $178
4 4

Gasto promedio = = $4.45

@ EJEMPLO 2

Los siguientes datos representan el aumento de peso (en gramos) de pollos alimentados
con una dieta rica en proteinas. Halle el aumento de peso promedio de estos pollos.

12.5, 12,7, 13, 13.1, 132, 138

Solucion: Se suman los aumentos de peso (los datos anteriores) para obtener como re-
sultado 78.3 gramos, cifra que se divide entre el niimero total de datos para determinar
el aumento de peso promedio. Esto es:

Aumento _ 125 +12.7 +13.0 +13.1 +13.2 +13.8 _ 78.3

promedio 6 6
@ EJEMPLO 3

= 13.05 gramos

Las tres calificaciones parciales obtenidas por un alumno de un curso de matemaéticas
son: 8, 5 y 7. Determine el promedio de las calificaciones,

Solucién: Para obtener el promedio se suman las cantidades y el total se divide entre
el mimero total de calificaciones. Esto es:

Promedio de calificaciones = —————=—=6.6
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L Resuelva los siguientes ejercicios de promedios.
a. En las (ltimas seis semanas un vendedor de seguros ha

ganado, por comisiones, las signientes cantidades: $1 250,
$1320, $965, $1 040, $896 y $1 480. ; Cuil fue su comisién
promedio?

b. Una persona camina durante siete dias de este modo: el

primer dia 12 kilometros; el segundo, 15; el tercero, 13; el
cuarto, 12.5; el quinto, 11.5; el sexto, 10 v el séptimo, 11,8
iCuéntos kilémetros en promedio caminé por dia?

¢. Un estudiante gasta en comidas diarias lo siguiente: el

lunes, $75; el martes, $82;el miércoles, $74; el jueves, $65
y el viernes $97. ;Cudnto gasta al dia, en promedio, en

Secc. 1.5 Calculo de porcentajes 9

d. En Monterrey, una estancia infantil puede ser subsidia-

da por la oficina de asistencia social del ayuntamiento

s el ingreso anual promedio de las familias cuyos hijos

asisten a la institucién llega, cuando mucho, a $12 500.

ingreso familiar, en pesos, de los padres de los nifios

es: 15 500, 12 500, 8 600, 7 800, 6 500, 5 900, 10200, 8 800,

14 300 y 13 9500.

» ;Cumple la estancia infantil con los requisitos para re-
cbir el apoyo financiero del municipio de Monterrey?
Explique por qué.

* §i la respuesta del inciso anterior es negativa, ;cudnto
debe disminuir el ingreso familiar promedio para te-
ner acceso al subsidio?

* Si la respuesta de la primera pregunta es afirmativa,
Jeudnto puede aumentar el ingreso familiar promedio

comidas?

sin que la estancia infantil pierda el subsidio?

1.5 Calculo de porcentajes

1.5.1 Definiciéon

Se le llama tanto por ciento a una o varias de las cien partes iguales en que se puede
dividir un niimero; es decir, una o varias centésimas de dicho niimero. El simbolo con
que se representa el tanto por ciento es %.

@ EJEMPLO 1
{Cuiél es el 4% de 807

Soluciéon: El 4% equivale a %;es decir, el 4% de 80 es cuatro centésimas partes de
80, esto es: %x 30 =32

Otra alternativa para calcular el porcentaje es utilizar una simple regla de tres, Si
se toma en cuenta que el 100% de un nimero es el mismo niimero, entonces podemos
encontrar el4% de 80.

Si el 100% es 80, ja qué cantidad corresponderi el 4% 7 La cifra que se busca se
establece como xy después se forma una regla de tres simple con estas cantidades, es
decir:

100% — 80
4% - x
yse despeja x.

Nota: Para despejar x se efectiian, en diagonal, los productos de la ecuacion anterior, de
modo que se logre la forma 100x = (80) (4%). De ello podemos concluir que;

Lo B0E%)

100% 3.2

@® EJEMPLO 2
Halle el %% de 96.

Solucién: Paraencontrar el porcentaje que se pide se utilizardn dos métodos, a saber:
Alternativa |

El nimero se divide entre 100 partes iguales y de ellas se toma %,esto es: lgT?] ® % =

012, Por lo tanto, el %% de 96es 0.12.
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Alternativa Il

Utilizando la regla de tres simple se sabe que el 100% de 96 es el mismo nimero (96).
1

Como nos interesa saber qué cantidad serd para =%, lo expresamos de la siguiente

3
forma;
100% — 96
1
E% ~ X
De donde, como en el ejemplo anterior despejando a x,se concluye que:
96(%%)
X =00% 0.12

Con ambas alternativas es posible concluir que el %% de 96es0.12,

1.5.2 Hallar un nimero cuando se conoce cierto porcentaje de él

Se usard el método de la regla de tres simple para decir:
Si el % dado corresponde a la cantidad dada, ;el 100% a qué cantidad correspon-
derd?
@ EJEMPLO 1

{Cudl es el nimero del que 46 es el 23%?

Solucién: Para encontrar el niimero se utiliza una regla de tres simple. Se sabe que 46
es el 23%, entonces, j,qué cantidad serd el 100%? De lo anterior se tiene que:

23% — 46
100% - x
(100%)(46) _

Asi pues, el nlimero que se busca es: x = 200,

23%

Por lo tanto, el nimero del cual el 23% es 46 es: 200,

® EJEMPLO 2
{Cuéles el mimero del cual su %% es 217

Solucion: Utilizando una regla de tres simple se tiene que:

3
4% 21
100% — =x
211
Como se puede ver, el nlimero que se busca es: x = (?3(;'0) = 2 800.
=%
1

Es decir, el ntimero es 2 800,



Ejercicios 1.5
L Hallar...

1. 18% de 72

2, 35% de 180
3, 90%de 1315
4 3%de18

%%dﬂ 108

6. 02% de 84

&

7. 10% de 15%

B, 33%de 2346
9. 10% de 1327
1% de 915
8.6% de 129
19.5% de 1 560
75% de 1250
55% de 40 000
86% de 172
95% de 304
18% de 45

5% de 64
1.75% de 3576
5.6% de 750
4% de 208
20% de 258
35% de 1215
12.5% de 918
21% de 907.5

SFhEBERES

=

BEBRBREBEGR
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IL ;Cudl es el nimero del cual su...
5% es 357
90% es 607
82% es 1157

1.

2

3,

4 1% es16?
5. 0.4% es 507
6.

1
1—6%632;4?

3.5% es 707
2,75% es 557
0.56% es 1967
10% es 1307
12% es 9207
5% es 2457
32% es 187
3% es 847
2% es 187
T% es 847
35% es 917
18% es 2407
17% es 1337
43% es 5207
72% es 16807
34% es 3267
39% es 257
12% es 64.57
92% es 15007

BEBREBERSSFOELERFESE o= a

1.6 Razonamiento aritmético

LR
En este capitulo se aplicari todo lo visto anteriormente, es decir, las leyes, propiedades,
operaciones de los niimeros reales, etcétera.

Enseguida se presentan algunas recomendaciones para resolver problemas de ra-
zonamiento aritmético, asi como varios ejercicios resueltos.

Recomendaciones

1. Leacuidadosamente el problema y,de ser necesario, haga un dibujo para represen-
tatlo,

2. Identifique los datos que se conocen,

3. Proponga las incdgnitas del problema,

4. Presente una o varias ecuaciones que involucren tanto los datos conocidos como
los desconocidos,
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5. Resuelva la o las ecuaciones hasta despejar la incdgnita de interés,
6. Presente la solucién del problema.

® EJEMPLOS
1. Después de gastar $215 me quedaron $475. ; Cudnto tenfa al principio?

Solucién: Para resolver este ejercicio lo tnico que hay que hacer es razonar la
pregunta, esto es, si gasté $215 y me sobraron $475, jcudnto tenfa al principio?

Basta con sumar $215 y $475; el resultado es la respuesta. Por lo tanto:
$215 + $475 = $690, es decir, lo que tenia al principio eran $690.

2. Julia compré una casa en $750 000 y un automdévil en $87 000. Con posteriori-
dad, vendid la casa en $835 000 y el automdévil en §93 500, ;Julia gané o perdi6?
(Cuénto?

Solucién: A simple vista se aprecia que si Julia compré la casa en $750 000 y la
vendié en $835 000 tuvo una ganancia de $85 000. Esta cantidad se obtiene restan-
do $750 000 a $835 000.

Por otra parte, si comprd el automdévil en $87 000 y lo vendid en $93 500 también
hay una ganancia, en este caso de $6 500.

La respuesta a la primera pregunta es gand, La ganancia total es la suma de
las cantidades que obtuvo por la casa y el automévil, es decir, $85 000 + $6 500 =
$91 500.

3. Juan el carnicero pide 1 000 kg de carne. Primero le mandan 294 kg; méis tarde
100kg menos que la primera vez y, finalmente, 120 kg més que la primera vez,
{Cuénto le falta por recibir?

Solucidn: El total de carne que pide es 1 000 kg. Como lo primero que le mandan
es 294 kg y, mds tarde, 100 kg menos que esa primera vez, lo que le mandan en
esta ocasién es 194 kg, Después le enviaron 120 kg més que la primera vez; esto es,
294 kg més 120 kg igual a 414 kg, En total le enviaron lo siguiente:

294 kg la primera vez
194 kg la segunda vez
414 kg la tercera vez

En total son 902 kg. Si Juan pidié 1 000 kg, lo que le falta es la diferencia entre
Io que quiere y lo que le enviaron: 1 000 kg menos 902 kg, igual a 98 kg, que es la
cantidad de carne que espera el carnicero,

4. Una muebleria vende cierto estilo de refrigerador en $3 600. Si por promocién lo
ofrece a un precio de §2 970, ;cudl es el porcentaje de descuento?

Solucién: Dado que el precio de venta del refrigerador era de $3600 y se ofrecié
en $2970, tenemos que el descuento es de:

$3 600 — $2 970 = $630

El porcentaje de descuento seria:
3600 — 100%
630 — x  x=oo.100% = 17.5%
3600

El porcentaje de descuento se obtiene dividiendo la cantidad descontada entre
el precio de venta y multiplicindola por el 100%.

5. Siunalibreta cuesta $8.50 y se ofrece a la venta con un descuento del 30%, ;cudnto
hay que pagar por ella?
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Solucién: Por un lado, sabemos que el 30% de $8.50 es:
100% — 8.50

30, =
30% - x x= 155" $850 =$2.55

Por otro lado, sabemos que el costo de un articulo ya con descuento se obtiene
con la diferencia del precio original menos la cantidad descontada. De ahi que el
costo de la libreta con un 30% de descuento sea:

$8.50 — §2.55 = $5.95

Otra alternativa para resolver este problema es tomar en cuenta que, si estin
haciendo un descuento del 30%, lo que hay que pagar neto por el articulo es el
70% . Por lo tanto, para obtener el resultado basta multiplicar el precio de venta por
lo que realmente se debe pagar, esto es:

100% - 8.50

70% - x

i =
x= 150" $850 =9595

Como se observa, con ambos procedimientos se llega al mismo resultado.

Ejercicios 1.6

1.

9.

10.

Durante cinco dias del mes de enero se registraron estas
temperaturas: —13°C 8°C,1°C,18°Cy —1°C, ;Cuél fue la
emperatura promedio de esos cinco dias?

El Banco de México registré durante una semana las si-
guientes fluctuaciones: gand 132 puntos, perdié 53, perdi6
68, gand 45 y perdid 30, ;Cuél fue el resnltado de 1a semana?
Durante el amanecer de un dia de verano la temperatura fue
de 22 °C. A media mafiana subié 8 *C; por la tarde descendio
3°C,y en la noche baj6 5 °C mds, ; Qué temperatura hubo en
la noche?

Mara tenia $307, Tuvo que pagar una cuenta de $18.65, una
de $52 y otra de $20.50. Juan le pagé $91.60 que le debia.
iCudnto dinero tiene ahora Mara?

Un aeroplano subi¢ una altura de 7285 m. Debido al mal
fiempo tuvo que descender 1457Tm. Después se elevd
1329 m para continuar su viaje. ;A qué altura volaba?
Pablo tiene una tarjeta de crédito con un saldo a favor de
$300 y pagé con ella $296, $99 y $67. Como habia gastado
mucho deposité $103. ;Qué saldo tiene ahora en su tarjeta
de crédito?

El drea de un rectdngulo es igual a 48 cm’. Si se deforma
el rectingulo disminuyendo su altura pero manteniendo el
drea constante, ;qué le sucede a la base? (Recuerde que
el drea del rectingulo se caleula multiplicando su base por
su altura).

Un depdsito de agua que tiene una capacidad de 1 600 L se
Iena en cuatro horas ;Cudntos litros por minuto arroja la
Have?

Escribiendo tres pdginas en una hora durante jornadas de
ocho horas diarias, jcudntos dias se requieren para escribir
un libro de 912 péginas?

Después de gastar $319, a Lorena le quedaron $615. ;Cudn-
to tenia al principio?

Si tuviera 35 caballos més de los que ya poseo, tendria 216.
¢Cudntos caballos tiene mi hermano si el nimero de los
mios excede a los suyos en 897

Si recibiera $145 podria comprarme un vestido que vale
$560. ; Cudnto tengo en este momento?

14,

17,

¢En cudnto excede la suma de 756 y 8134 a la diferencia
entre 5 234y 15147

Al vender una casa en $121 380 gané $18 150. ;Cudnto me
habifa costado la casa?

Tenia $305 400, compré un automdvil y me quedé con
$196 500. Entonces, recibf $87 300, compré un terreno y me
quedaron $73 200, ; Cudnto me costé el auto y cudnto el te-
reno?

El lunes deposité $500 en el banco, el martes pagué $256, el
miércoles pagué $96 y el jueves deposité $84. Ademds, pres-
té $45, ;Cudnto tengo?

Un hombre deja $950 000 para repartir entre sus tres hijos
y su esposa, El hijo mayor debe recibir $230 000; el segundo
$50 000 menos que el mayor; el tercero tanto como los dos
primeros, y la esposa lo restante. ; Cudnto recibid la mujer?
Un comerciante pide 3000 kg de mercancia. Primero le
mandan 854 kg, mis tarde 123 kg menos que la primera vez,
y después 156 kg més que la primera vez. (Cudnto le falta
por recibir?

Ana obtuvo en sus exdmenes un total de 240 puntos de 320
posibles. ; Cudl es su calificacion porcentual?

Pedro gasta $750 a la semana en alimentos. ; Cudnto gastard
a la semana si el precio de los alimentos se incrementa en
8%?

Un corredor de bienes raices recibié una comisién de
$31 440 por la venta de una casa en Los Angeles. ;En cuénto
vendid la casa si cobrd un 6% del precio de venta?

Catalina compr6 un abrigo de pieles en $9 372, con un im-
puesto del 6.5% incluido. ;Cudl fue el precio de venta del
abrigo sin impuesto?

¢En cudnto se vender4 un sof4 si su precio normal es de $840
y la tienda lo ofrece con un 15% de descuento?

Un equipo de aire acondicionado fue vendido en $10 500,
luego de aplicarle un 25% de descuento. ;Cudl era el precio
normal del equipo?
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2.1 Exponentes

2.1
2.2

2.3

2.4

Exponentes

Suma, resta,
multiplicacién y divisién
de numeros reales

Exponentes y radicales
con expresiones
algebraicas

Simplificacion de
expresiones que resultan
de las derivadas

Definicién: Si a es un niimero real y n es un entero positivo, entonces @" representa el
producto de n factores, cada uno de los cuales es a.

al=aa.a.aaa.a

n factores

A la cantidad " se le llama la e-nésima potencia de a, o bien, a elevada a la n, El
rimero & es la base y n es el exponente de la base,

Leyes de los exponentes

Donde m y n representan niimeros reales se tienen:
1) Productos de potencia de la misma base
Para multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes.
a-a"=a""
® EJEMPLO Simplificar la expresién 23 - 22
Solucion: Como la expresién dada tiene bases iguales, los exponentes se suman, esto es:
B R==2=32
@ EJEMPLO Simplificar las siguientes expresiones
Solucion:

b.372-3=3"=3"=9

2) Potencia de una potencia
Cuando se tiene potencia de una potencia los exponentes se multiplican, esto es:
(@) = a™"
® EJEMPLO Simplificar la expresién (23)
Solucion: ()2 =233 = 26 = 64,

Hay un niimero elevado a una potencia y éste, a su vez, estd elevado a otra potencia, por
lo tanto los exponentes se multiplicaron. 15
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® EIEMPLO Simplificar las siguientes expresiones
L 3l 3

a (PP Ti=P=5
P L.

b. (332 =31=3

. (8_2)_1 = 8{_2){_1} = 82 = 64

3) Potencia de un producto

Cnando una base estd formada por dos o més factores elevados a una misma potencia,
cada uno de los factores se eleva a la potencia dada, esto es:

(abo)" = a"b" "
® EJEMPLO Simplificar la expresion (3-2)2

Solucién: elevando cada factor a la potencia indicada se tiene: (3 - 2)* = 3% . 22 =
9-4 =36

® EJEMPLO Simplificar las siguientes expresiones: a. {Z-Sﬁ, b. (3:6)2
Solucion:

i, oL TE 11
a (2-92=22.9¢=23.(P)i=2:.3

1 1
- —2= =2, _2E = —
B (38R =36 = = 3

Nota: En el apartado 6) se explica el cambio de exponentes negativos a positivos.

4) Cocientes de potencias de la misma base

Cuando se dividen potencias que tienen igual base, los exponentes se restan. Hay tres
casos que se esquematizan de la siguiente manera:

am " sl m>n
a™ .
F= 1 s1 m=n
1 ;
= si m<=n
a

@ EJEMPLO Simplificar cada una de las siguientes expresiones

Solucion: como las bases son iguales, los exponentes se restan teniendo presente el
esquema anterior:

3 _ars_ a2
45

b.F_l

S 4 A
6 &3 6 36

5) Un ndamero elevado a una potencia nula (cero)
Cualquier niimero elevado a una potencia nula da une, siempre que a # 0. Esto es:
a’ =
® EJEMPLO Simplificar la expresién (—57)°

Solucion: hay un niimero negativo elevado a una potencia nula, por lo que la respuesta
es 1, Esto es:

(=570 =1
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® EJEMPLO Simplificar las siguientes expresiones

a. (53"=1

b. (12593 =125 =125 =1
¢ 45°=1

d (-5)=1

e. —(4)°=-1

f. (50 =500 =50=]

-G

6) Un ndmero elevado a una potencia negativa

Cuando existe un niimero elevado a un exponente negativo, éste da como resultado una
fraccién con el exponente positivo. En forma general se tiene que:

an= con a#0

1,
F!

® EJEMPLO Simplificar la expresién 572

Solucion: se observa un mimero elevado a un exponente negativo y, de acuerdo con
la regla anterior, sabemos que para quitar el signo negativo del exponente hay que
escribirlo en forma de fraccién, esto es:

52=

1
25

Xpresiones

b L

® EJEMPLO Simplificar las siguientes
i SR
v 3) =g

b (33 =0 ,:_13)3 = E::;S = _?27

o bien, utilizando la ley ™ - @" = @™, se tiene que:

it
3

(=3)2(=3)3=(-3)3=(-3)'= ﬁ = —%; que nos da el mismo resultado.

e (@) 3= 40203 = 45 = 4 096

3. 2-M -1 _m—3, 2=l_ 2=2
d (-390 =23-F =Bz
2.3 3 _F_9
P33T T Ep-xE P 3

Observacién: hay otras alternativas para resolver estos ejercicios, pero independiente-
mente de la que se emplee el resultado es el mismo,
7) Un ndmero elevado a una potencia fraccionaria

Si se tiene que @™ y % es un niimero racional donde m representa el exponente y n
representa el indice del radical, entonces @™ = {/a™, donde a = 0 si n es un nlimero
par, esto es:

& =XV = (Vaf"
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® EJEMPLO Utilizando las leyes de los exponentes simplifique 823

Zz
Solucion: para simplificar 8° hay dos alternativas:

Alternativa |

2
Primero se expresa 8 en forma de radical, V82, luego se eleva el 8 al cuadrado y el re-
sultado es 64. Después se extrae la raiz ciibica de 64, es decir, se busca un niimero que
multiplicado tres veces por si mismo dé 64. El nlimero que se obtiene es 4, por lo tanto:

2
8= V- Vei-4
Alternativa Il

Se utilizan las leyes de los exponentes, sin cambiar a radicales, de la siguiente forma:
2 z o>
F=(2%=2"1=22=4
En la solucién de este problema se observa que el nimero 8 se reescribié como 2

elevado al cubo. Asimismo, se pudo comprobar una vez més que al emplear procedi-
mientos diferentes (pero correctos) se llega al mismo resultado,

® EJEMPLO Simplificar cada una de las siguientes expresiones utilizando
las leyes de los exponentes

L 4= ¥a-2 0 4%=(?)%=22'%=2

2. 8= VB =2 o S=@p-2i_2

3. 813 =B -9 o 81%=(92)%=22'%=9

4 &= @ap-9 o £=@pi-2_3
sof- 1 _ 1 =3 o oi-t_.1 _ 1 1

5 2 2 2 2
8 32)'=327 =V =(WT)=(@2)’=5 o =0 =2"=2=4

Observacién: cuando la raiz es cuadrada no hay necesidad de escribir el indice en el
simbolo del radical.

Nota: para simplificar mimeros que comprendan exponentes se utilizan las leyes antes
mencionadas. En ocasiones se podrd utilizar més de una ley, dependiendo de lo que se
quiera simplificar.

@® EIJEMPLOS

8 (-3 (-3 = (-3 = (-3F = =243
b. (222=2'=16

& (3-2-12=3-.22-12=9-4-1=36

¢%=34—2=82=64
o B3 530 3 3
"T® TP FI3
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2.2 Suma, resta, multiplicacion y division
de numeros reales

Suma y resta

® EJEMPLOS Efectuar las siguientes operaciones con nimeros reales y
simplificar
a 2°+3=4+9=13

’ 1 1-8 -7
3— — —— — - —_— —— T —
B 29w et ===

0a| -

6 (-50 +50=1+1=2

d.30-(-3)=1-1=0

|
=1

e 4-91=2-3=—1

1 ]
f. 273+162=3+4=7

Observe que para realizar estas operaciones primero se simplifica cada una de las
expresiones y, después, se efecttia la operacion indicada. Recuerde que dichas operacio-
nes no se pueden realizar directamente si no se tienen términos semejantes.

Multiplicacién

® EJEMPLOS Resolver las siguientes multiplicaciones con nimeros reales
a 22-3=4-81=324

b 32-3=3" =3 =243

Observacién: a diferencia del ejemplo e, en el f existen dos alternativas ya que se
tienen bases diferentes con el mismo exponente. A continuacidn se presentan ambas
posibilidades,

Alternativa |

De acuerdo con la teoria antes mencionada (ley 7), tenemos que:
1 1 11 1 1
8 =2y 273 =3, de donde se concluye que: 83-273 = (233 - (3¥)3=2-3=6

Alternativa Il

La ley 3 indica que si se tienen los mismos exponentes puede escribirse la expresién
como el producto de sus bases elevadas al mismo exponente, entonces:
11 1 1 1
83-273=(8-27Tp =(2163 = (6*)> = 6

Se concluye que el resultado debe ser el mismo al utilizar cualquiera de los dos
métodos propuestos.
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2.3 Exponentes y radicales con expresiones
algebraicas

Las leyes de los exponentes también son vélidas para expresiones algebraicas,

2.3.1 Exponentes positivos

Para simplificar una expresién que contiene exponentes positivos se efectiian todas las
operaciones posibles utilizando las leyes de los exponentes (9.1). El resultado también
se reduce a su minima expresién,

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar
3?3y
Solucion: si se aplica la ley de los exponentes que indica que cuando se tienen bases
iguales se suman los exponentes (a™ - " = a™*"), primero el coeficiente numérico y
luego la variable, se tiene que:
I 3= =9
® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar

2y
Solucidn:en este problema se aplica la ley que dice que cuando existen productos a una

misma potencia cada uno de los factores se eleva a la potencia dada. El resultado de la
expresidn es:

(2°) = (2)(°) = 4°
® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar
32+ 3(x)?
Solucion: en este caso se aplica la ley de los exponentes que sefiala que cuando se tiene
potencia de una potencia los exponentes se multiplican, El resultado es:
32 +3(x)2 =32+ 32 = 612

observamos que (x)* = x%. Si comparamos este factor con 3x* veremos que son términos
semejantes y, por lo tanto, se puede efectuar la suma indicada.

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar

(2x?)?
8x%y®

Solucion: lo primero que tenemos que hacer es aplicar la ley de los exponentes que
indica que cuando se tienen productos a una misma potencia cada uno de los nimeros
se eleva a la potencia dada, Alemplear en el numerador dicha ley queda que: (2x)y?)* =
2°x?y® = Bx®y® después se acomoda la expresion resultante en el numerador y se sim-
plifica con el denominador, aplicando la ley 4 (cuando se dividen potencias de igual
base los exponentes se restan), dando asi cualquiera de los tres casos ya mencionados,
Siguiendo todos los pasos se obtiene:

oy _ 8y _
8x2y®  BxZy®

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar
3a%h3 3
(_433!'-' 2)
Solucion: a diferencia del ejemplo anterior, en este caso toda la expresion estd elevada
ala misma potencia, de manera que podemos optar entre dos caminos.
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Alternativa |

Se simplifica primero la parte que estd dentro del paréntesis (cuando se dividen po-
tencias de igual base los exponentes se restan), luego se eleva a la potencia establecida
(cuando hay una base formada por dos o més factores que se encuentran elevados a una
misma potencia,cada uno de los factores se eleva a la potencia dada). El resultado es:

_3a2b3)3= 2 y)?* _ 3 _ _27p°
4a3p2 4a 43g* 64a®

Alternativa Il

Aqui se invierte el procedimiento: primero se eleva a la potencia establecida (cuando
hay una base formada por dos o més factores que se encuentran elevados a una misma
potencia, cada umo de los factores se eleva a la potencia dada) y luego se simplifica la
expresidn resultante (cuando se dividen potencias de igual base los exponentes se res-
tan), Como conclusidn, el resultado tiene que ser el mismo, esto es:

_3&24&3)3 . Bhpt . 27  T7EP
4a°p? 4%°°  64a°h®  64a3

Se observa que el resultado es el mismo con cualquiera de las dos alternativas, aun-
que generalmente es preferible simplificat primero,

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones y simplificar

(Twy?z?)?
(3wiyz?)?

Solucion: en este caso numerador y denominador estdn elevados a potencias distintas,
por lo que se recomienda aplicar primero la ley de los exponentes donde se tiene (abc)"
= g"b" ¢", En segundo lugar hay que simplificar utilizando la ley de los exponentes que
se refiere a cocientes de potencias de la misma base, de aquf que:

(}-wyzz:i)z _ -?2“,2},4;:& B 49},
(Bwlyz2)3 - 33wby3zt T aTwt

2.3.2 Exponentes negativos

Para simplificar expresiones con exponentes negativos se puede convertir cualquier ex-
presién de dichos exponenies en otra equivalente en la cual todos los exponentes sean
positivos, Luego se simplifica tal como se hace cuando se tienen exponentes positivos,

Regla: cualquier factor del numerador de una fraccién se puede pasar al denominador
si se cambia el signo del exponente del factor. De igual forma, cualquier factor del de-
nominador se puede pasar al numerador si se cambia el sigho del exponente del factor,

1

Como se recordard,a " = 7 segtin la ley 6 de los exponentes.
® EJEMPLOS Simplificar las siguientes expresiones utilizando las leyes de

los exponentes, sin dejar exponentes negativos en el resultado

dxy=S _4dxz
=TT 36
2g7*bc™®  2bx*

T aed
BRI
€ 3y T
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Solucion: para simplificar expresiones en las que aparecen niimeros con exponentes ne-
gativos tanto en el numerador como en el denominador, algunos de ellos con la misma
base, primero se convierten los factores con exponente negativo a factores con expo-
nente positivo, esto es:

6%y ~2z71  6-3x%°

3y xyzz

Ya que se tiene esta expresion se efectiian las operaciones indicadas, resultando:
6 -3x%y? s 18x2%y
xyizz z*

® EJEMPLO Simplificar la siguiente expresién sin dejar exponentes
negativos en la respuesta
3o\ 2
( a’be’ )

Solucién: dado que hay una fraccién elevada a un exponente negativo se tienen dos
alternativas.

Alternativa |

Piense en la ley de los exponentes que se refiere a potencias de producto donde cada
uno de los nimeros se eleva a la potencia dada, Recuerde, ademds, que cuando se multi-
plican niimeros que tienen signos iguales el signo del niimero resultante es positivo (+),
y cuando se multiplican mimeros con signos diferentes el signo del nlimero resultante
es negativo (—). Asi se obtiene:

da-HE At

(m) =2

El siguiente paso es convertir la expresién resultante en otra equivalente pero con
los exponentes positivos, esto es:
37%% " a'afb%’
a6 "3t
Para finalizar se simplifica la expresién efectuando las operaciones indicadas y uti-
lizando tanto la ley 4 para cocientes de potencias de igual base como la ley 1 para pro-
ductos de potencias de igual base, De todo lo anterior se tiene:
a%abp2et  glip6
3%%  9p?

Alternativa Il

Esta opcidn nos lleva, primero, a simplificar lo que est4 dentro del paréntesis, dejando
los exponentes positivos. Luego se efectidan las operaciones necesarias:

3a72p2\ _{_3b \? _[(3b\°
( a3bc3) _( a ‘33"3) ~\a¥?
Enseguida se aplica la ley 3 de los exponentes hasta lograr:
( 3b )—2_ 3%

a’c? - a—mc—ﬁ

por iltimo, la expresién resultante se convierte en otra equivalente con exponentes
positivos, esto es:
3-2p-2 allpt  l0a6
a 108 ~ 377~ gp?
Nétese que la solucidn es la misma que se obtuvo con la alternativa L.
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® EJEMPLO Simplificar la siguiente expresién

x2=9y2
> i

Solucién: en contraste con los ejemplos anteriores, aqui tenemos operaciones de suma
yresta de términos. Eso significa que no se puede hacer ninguna cancelacion ni es posi-
ble cambiar al numerador o denominador, segiin sea el caso. Se comienza convirtiendo
aquellos términos que presenten exponentes negativos a términos con exponentes po-
sitivos, es decir, se forma una fraccién compleja:

xi—gy-?
LRt

=+

EN e Ea v
e [ "?[ul\n

Ahora se procede a simplificar la fraccién compleja;

P — 9
?y? (-9 (xy) (v +3p)0r —30)(xy) _y —3x
y+3x () +3x) ()G + ) xy
xy

M 1= =

+
e | L *-cmlm

Reglas

1. Siuna fraccién estd formada por términos con varios factores tanto en el numera-
dor como en el denominador, y si algiin(os) factor(es) tiene(n) exponentes negati-
vos, para hacerlos positivos hay que pasarlos al numerador o denominador, segiin
convenga, y cambiar el signo del exponente del factor tal como se describe a conti-

nuacidn:
@® EJEMPLO
3x7%y?
2x 1 y—z
Solucién:

3¢y _3ayy? 3y
xyE Tt Oy

2. Siuna fraccién estd formada por més de un término con varios factores tanto en el
numerador como en el denominador, la manera de hacer positivos los exponentes
es generando una fraccion compleja como se describe a continuacién:

® EJEMPLO

x—l + 3!!—1
x—Z +gy—2
Solucion:
.3 etk
27+t x oy xy ()0 +3y)
27349y 1 9 292 (ay)(¥: - %Y
> y 122
(x*y3)(y +3x%) _ ()

TN -G+ -39

Nota: Observe que en este caso es imposible mover al numerador o al denominador
porque los términos o factores con exponentes negativos estin involucrados en opera-
ciones de suma y resta,
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2.4 Simplificacion de expresiones que resultan
de las derivadas

Estas expresiones son las que se obtienen al derivar una funcién, A continuacién se
explicard la forma en que deben ser simplificadas dichas expresiones,
24.1 Exponentes positivos

® EJEMPLO Simplificar la expresion 3x(2)(x — 2) + (x — 2)(3)

Solucion: esta expresién se simplifica a través de factorizacién (factor comiin), de la
siguiente manera:

3x(2)(x —2) + (x — 2%(3) =3(x — 2)[2(x) + (x — 2)]
Se efectiian las operaciones indicadas y se reducen los términos semejantes, esto es:
x-220)+ (=] =3x-22x+x—-2)=3(x—-2(3x - 2)
La expresion simplificada es: 3(x — 2)(3x — 2).
® EJEMPLO Simplificar (2x — 1P(4)(3x + 2P3(3) + (3x + 2)*(3)(2x — 1)3(2)
Solucion: factorizando como en el ejemplo anterior, tenemos que:
(2x = 1P(#)(3x +2)°(3) + (3x +2)*@)(2x — 1)%(2)
=6(2x =1)%(3x + 2)°[2(2¢ = 1) + (3x + 2)]
Se efectiian las operaciones indicadas entre corchetes hasta obtener la expresién:
=6(2x — 1)*(3x + 2)°(4x =2 + 3x +2)
Se suman los términos semejantes; = 6(2x —1)%(3x + 2)? (7x)
La expresion simplificada es: = 42x(2x —1)*(3x + 2)?
® EJEMPLO Simplificar la expresién
(a + 1)*(4)(a® + 5)*(2a) — (a® + 5)%5)(a + 1)*(1)

[(a + 1]
Solucion:
(a + 1)%(4)(a + 5)°(2a) — (a2 + 5)*5)(a + 1)*(1)
[(@ +1)°]
_ (a+ 1)*a*+ 5)°[8a(a + 1) — 5(a® + 5)]
a (a+1)"
_ (a+ 1)"a* + 5)°[8a* + 8a — 5a° — 25]
= (@+1)°
_ (a + 1)*@® + 5)°[3a° + 8a — 25]
- (a + 1)1
_ (@* + 5)°(3a% + Ba — 25)
- (a + 1)8
La expresion simplificada es:
(@ + 1)°(@)(a® + 5)%(2a) — (a® + 5)*(5)(a + 1)*(1)
[(@ +1)°]?

_ (@* + 5)*(3a® + 8a — 25)
B (a2 + 1)°
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24.2 Exponentes negativos

® EJEMPLO Simplificar y obtener el resultado sin exponentes negativos o
cero, de la siguiente expresién

@(—2)(3a — 5)73(3) + (3a — 5)7%(2a)

Solucion: para resolver este tipo de expresiones hay dos alternativas.

Alternativa |

Convertir la expresién en una fraccién equivalente en la que los exponentes sean posi-
tivos, esto es:
—6a? +__2a
(3a —5)*  (3a - 5)?
La expresion resultante se resuelve obteniendo el comiin denominador, que es
(3a — 5),y efectuando las operaciones. De ello queda:

a@(—2)(3a — 5)73(3) + (3a — 5)%(2a) =

_—6a®> 2a _ —6a’+2a(3a - 5)
(Ba =35 " (3a-5) (3a — 5y
Se efectiian las operaciones indicadas y se tiene:
—6a>+ 64— 10 —10a
(Ba-5F = (3a-5)
Esta es la expresi6n simplificada.

Alternativa Il

Primero se obtiene el factor comiin, que es 2a(3a — 5)~3. La factorizacién queda:
2a(3a — 5)73[—3a + 3a — 5]
Se reducen los términos semejantes y se tiene:
2a(3a = 5)7 (=5)
=10g
(3a -5y
Concluimos que las respuestas logradas con las dos alternativas son iguales,

la cual es equivalente a:

@ EJEMPLO Simplificar la expresion sin dejar en la respuesta exponentes
negativos o nulos

_z(;; —2 )[(Bx = 11&3 = l(;c = 2)(3)}

Solucion: para simplificar este tipo de expresiones se realizan las operaciones indicadas
dentro de los corchetes, esto es:

A T (3o

En la expresidn resultante hay un factor, el cual es una fraccidn elevada a un expo-
nente, por lo que se separa en dos y cada parte es afectada por el exponente correspon-
diente; después se reducen los términos semejantes, esto es:

5=3) |2t |~ e e
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Luego se simplifican las expresiones, sin olvidar que no deben guedar exponentes ne-
gativos, esto es:

A x=2)r 3 5 -10 _ —10(3x - 1)
“GBr -1 Bx - 1)2} T -2YBx -1  (2-2)

2.4.3 Exponentes fraccionarios
® EJEMPLO Simplificar la expresién

ex-3i(H)er +273@) + 6r+ 2f(Her - 37H0)
Solucién: primero se efecttian las operaciones solicitadas:
@2x - 3¢ (3 +270) + Gx + ¥ (F e - ')
- @x-3h()ax +27F + ar + 22 - 37
Esto es equivalente a:

1 2 1 _1
(2x —3P(Bx+2)3 + (Bx +2)(2x —3) 2
Para simplificar la expresion resultante hay dos alternativas.

Alternativa |

Se reescribe la expresién resultante con exponentes positivos, esto es:
1 1
(2x—3P  (Bx+2)3
7+ 1
Bx+2P (2x+3)2
Simplificamos la expresion obteniendo el minimo comtin denominador:
1 1 1 2
(2x = 3)2(2x — 32 + (3x +2)*(3x + 2
2 1
(3x + 2pP(2x —3)2
Efectuamos las operaciones hasta llegar a:
2x—-3+3x+2 _ ag—=A
2 e 2 1
(Bx +2P(2x —-3)2  (Bx +2)3(2x —3)2

Alternativa Il
Se obtiene el factor comiin:
(@x — 3P(x +2) 7 + (r +2)3(2x —3) 2 = Br +2) 32 —3) U2 — 3 + 3x + 2]

Se efectiian las operaciones del corchete sin olvidar que no deben quedar exponen-
tes negativos. Asf, se tiene que:

50—-1
(3x + 28 (2x — 3)2

(Gr+2)3@2x —3) I2x -3+ 3x+2] =

Nétese que la expresién simplificada es la misma con cualquiera de las dos alternativas.



Ejercicios 27

® EJEMPLO Simplificar

1 & —3)_ [(3a — 5)(2a) — (@®> —3)(3) ]
N3a-5 (3a — 5)°
Solucidn: se efectiian las operaciones indicadas dentro del corchete, quedando:
1/a® -3 )_ [ (3a — 5)(24) — (@® —3)(3) ]
N3a-—-5 (3a — 5)°

4 a2-3) 3[6a2-10a—3a2+9
N\3a-5 (Ga -5y

Laa b3

b

i aZ—s)‘% 3a2—10a+9]
3N3a-5 (3a — 5)°
En la expresién resultante hay un factor, el cual es una fraccién elevada a un expo-
nente, por lo que se separa en dos y cada parte es afectada por el exponente correspon-
diente, Después se reducen los términos semejantes, estozes:
1 f—a)—% 3a2-10a+9] _1(—3)7 3¢ - 10a +9]
= —52 | 3 g — 5)2
3\3a -5 (3a — 5) 3 (3a-5)3 (3a —5)
Debido a que no se deben dejar exponentes negativos en la respuesta, para simpli-
ficar al miximo hay que:

)

l(az—a)f-[aahmﬁa]_ 30— 10 + 9
—Z — 5 - 2 4
gyt o3 3(a — 3)(3a — 5)’

Ejercicios 2.1
Simplifique cada expresion, realizando las operaciones indicadas

vy escriba la respuesta sin dejar exponentes negativos o nulos, 17. %:
1 2-23 3
2, 2.2 =
3, 3.4 —xy
19-! _xgy.z
4, ¥(—x)* 9a2b*
5 2(x +yP{x +y) 20. 30
6’ {ExZ}Gx},Z) sz
7. 22 (— 3y A o5
8 (3 2pt |
9. (@) o= (F)
0. (32 PUCPIAN
1 ey B (E’?z’)
12, () (a’b?)
13, 3ab? (252 U (&Y
38
14, {(—Saby
gf 2 o
15, 3 26, (—4)°
(2 7
16. 26 27- i



28 Capitulo 2 Exponentes

28, % 5L xext
2. (359 52, x5t
30, 29(x — 2) 53, 273 .2
2 37 54, 4. 5
32, 2:22 2-3 58, _3x!': i 3x§'
- s, okt
)
35, (59) 2 gt & VI
Sy 50, [[x’y“z”r[xzy)‘:]’
% (F) 6. )iyt
3-1}- ol. xi{x%. =%
37, (F) 62 x3(x*+4)
38, () (Y Q=
a~ip-1 64, [3',:! i yi){?’xf k yf}
39, T2 xﬁ}'}
65.
5%h Ty
A. 105 : |+2y
2141+ L2
aL ST b (u%)
x-iy-i 1
42, Tyt . (16x4y'%)*
x—-lyz +x2},—l {W)%
B. Ty ey
4, 5(x + 3% — 1 + (x+ 353 x — 1P = {4;‘5:")}
45, (dx — 15(3) (x — 3P +(6)(4x — 1)%(4)(x — 3)°
46, 3(dx + 1R(4)(5x — 3y 4 + (dx + 1)3(— 4)(5x — 3)~5(5) 69. (4x + 1)@)(5: +3)7H(5) + (5x + 3)*(4)
47, (—6)(3x+5)77@2x + T+ (3 + 5) @2x +1(2)
48, 3F.3%.30 (42 +9) 5[2} —(2x+ 3)(%){@:2 +9) i (8x)
i 70‘ ]
o 2.3 Y
80, 4-2%



RADICALES

A

3.1 Radicales .

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

Radicales

Simplificacién de
radicales

Suma y resta con
radicales

Multiplicacién y divisién
con radicales

Racionalizacién de
radicales

Definicién: La raiz n-ésima de un niimero real ase denota con el simbolo Va, al cual se
le lama radical. La raiz n-ésima de @ es un nlimero cuya potencia n-ésima es a. Esto es:

Va) =a,
bajo las siguientes condiciones:

1L Cuando mespary a = 0, Va >0, llamada raiz principal; cuando m es par y
a < 0, Va, no es un niimero real.

2. Cuando nes impary a > 0,%a >0;cuando nes impary a <0, Va < 0.

El niimero natural n, presente en el radical Va, se llama indice u orden del radical,
en tanto que ase denomina radicando o subradical. Cuando no se escribe ningtin indice,
como en Vg, significa que el indice es 2 y se lee “rafz cuadrada de a”.

Leyes de los radicales
Sig,b ER,a >0,b > 0yn € N,entonces:

a. (Val"=a
b. Va-b=Va-Vb

n
(A Q/% = %; b0
4. Wa=\Wa="Va
e. Va =Vasia = 0cuando c es par
Operaciones que se pueden efectuar con los radicales
1. Simplificacién
2, Suma y resta
3. Multiplicacién
4. Divisién
5. Racionalizacién

3.2 Simplificacion de radicales

Simplificar un radical significa expresarlo en su forma més simple. Se dice que una ex-
presion radical estd simplificada si los exponentes de los factores del radicando son

menores que el indice del radical y no existen fracciones dentro del radical, 29
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@ EJEMPLO Simplificar la expresion

Solucidn: observamos que el radicando tiene un mimero elevado a una potencia mayor
(7) que el indice del radical (3), por lo que escribimos la x” como x¢- x y aplicamos la
ley de los radicales Va-b =Va - Vb ,esto es:

Yo =V -Vx

En la ex resion resultante uno de los factores V=x® tiene una rafz exacta, que es —x?,
no asi Vx,quedando:

V=2 Vx
El radical simplificado es: —x2+ Vx
® EJEMPLO Simplificar la expresién
VEx?yrs
Solucion:

V8x3y2z® = Va-x2y2 742z = 2xy72V2xz

Se dejaron primero los factores que tienen raiz exacta y, a un lado, los factores que no
la tienen. Después se procedié a sacar del radical los factores que tienen rafz exacta, de
esta forma el radical aparece completamente simplificado, La respuesta queda asi:

VE8x¥y2® = 2xyz*V2xz

® EJEMPLO Simplificar
Vo™
Solucion: en este caso el indice del radical y los exponentes de todos los factores del
radicando poseen un factor comuin, entonces el radical se expresa como radical de radi-

cal, esto es:
Veax'y® = \/\/254y10
Para simplificar la expresién resultante se inicia con el radical que se encuentra mds

adentro, dando asf:
VVZoH0 = V2

Ahora se simplifica la expresion que se ha obtenido, esto es:
V2 = V24 2y = 2x® V2y  Radical simplificado.
n

[27
yis
a a

Solucion: segtin las leyes de los radicales donde 7 = %;b# 0, se tiene que:

J21 V23
I~

Se simplifica cada uno de los radicales, esto es:

® EJEMPLO Simplificar

JaA_VF _3
YBONGE e

El radical simplificado es: ;3;
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3.3 Suma y resta con radicales

Para efectuar la suma y resta con radicales existe como condicién que se tenga el mismo
indice y el mismo snbradical,

indice del radical —rﬁ bindiod
*—: 1

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones con radicales de
V2 +VE-V32

Solucién:recuerde que parasumar y restar con radicales debe tener el mismo fndice y el
mismo subradical. En este caso, ninguno de los tres radicales cumple con esa condicidn,
pero es posible descomponer cada uno de ellos en factores que tengan raiz exacta, esto

= V2+V8-VR=V2+V42-V16-2
Aplicando 1a ley de los radicales donde V'a-b = Va - Vb, se tiene que:
V2+V42-V162=V2+V4-V2-V16- V2
=V2+2V2-4V2=-V2

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones con radicales y simplificar
a su minima expresién

¥V147y* + yVT5x%y - V483

Solucién:
V14T + yWT52y - VAaBxy? = xV3 - Ty + yV3 - 5%y - V24 - 3elyly
= TxyV3Iy + 5xyV 3y -4V iy

por la propiedad distributiva = (Txy + Sxy - 4y)V3y
= 8xy V3y

El radical simplificado es: 8xyV 3y

® EJEMPLO Efectuar las siguientes operaciones con radicales y simplificar
a su minima expresion

VOGP + aV/16a20° - bV B>

Solucién:
VOB + aV16ab° - bV a5 = V3@ - ab + aVV2'@b® - bW a'b?
= 3abVab + aV2%ab® - b\Va’b
= 3ab\ab + a\/22b*-ab - b\ a*ab
= 3abVab + 2abNab - abV ab
= dabVab

3.4 Multiplicacion y division con radicales

Para efectuar el producto o divisién con radicales, la condicién es que se tenga el mismo
indice.

Nota 1: Para multiplicar o dividir con dos radicales de indices diferentes, primero es
necesario expresarlos como radicales con el mismo fndice. El indice de los nuevos radi-
cales debe ser el minimo comin miltiplo de los indices de los radicales originales, La ley
5 se utiliza en esta operaci6n de la siguiente manera:

e

n 1 L en .
Va =a" = an ¢ = g = Vg¢ ; considerando que a = 0 cuando ces par
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® EIEMPLO Efectuar el siguiente producto
VZ VB

Solucion: los radicales tienen el mismo indice, por lo que se efectiia la multiplicacién de
los subradicales. Esto es:

V2-V8=Vv16=4

Nota 2: en algunas ocasiones es conveniente efectuar primero el producto y,en otros ca-
sos, es mejor simplificar cada uno de los radicales y posteriormente efectuar el producto.

® EJEMPLO Efectuar el siguiente producto
V54 -3V24

Solucion: hay dos alternativas para resolver este producto:
Alternativa 1

Efectuamos la multiplicacién de los radicales y luego simplificamos el radical:

V54 - V24 = V1296 = V(36)2 = 36
Alternativa Il

Simplificamos cada radical y luego efectuamos la multiplicacién:
V5424 =196 - V4-6 =3V6 - 2V6 = 6V36 = (6)(6) = 36

® EJEMPLO Efectuar el siguiente producto
v3-a
Solucién:
V3 Vi-V3VVA Vi3 -6
® EJEMPLO Efectuar el siguiente producto
Solucion:
Va3 =V 5=V V5 =Vas
® EJEMPLO Efectuar el siguiente producto
(Vx-2)(Vx)

Solucion: se observa que las expresiones a multiplicar son un binomio y un monomio,
por lo que se utiliza la propiedad distributiva, esto es:

BVx-2)(Vx)=3Vx-Vx-2Vx=3x-2Vx
® EJEMPLO Efectuar la siguiente multiplicacién
(2Vx+3Vy)2Vx-3Vy)

Solucion: se obtiene el producto de los dos binomios y, para efectuar las operaciones, se
elige entre dos alternativas:

Alternativa |

Se utiliza la propiedad distributiva, esto es:
@2Vx+3Vy)2Vx-3Vy)=2Vx 2Vx + 2Vx[-3Vy ) + 3Vy - 2Vx + 3Vy -3V )
=4r —6Vay + 6Vay — 9y =4x -9
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Alternativa Il

Sise recuerdan los productos notables se observard que en este caso hay binomios con-
jugados. Al aplicar la regla de estos productos queda:
(2Vx +3Vy)2Vx —3Vy) =2V - (3Vy ) =4x - 9
Las dos alternativas conducen a la misma respuesta,
Nota: Se recomienda preferir la alternativa II, pues se utilizard més adelante para ra-
cionalizar,
@ EJEMPLO Efectuar la siguiente division
V8

V2
Solucion: los radicales tienen el mismo indice por lo que se efectia la divisién de los

subradicales, esto es;
VB _ ‘/E =Va=2
V2 2

® EJEMPLO Efectuar la siguiente divisién y simplificar

Va1
Va8
Solucion:
VI V3 33 3
Va8 Vie3 4V3 4
O bien, se puede resolver asf: %= Tgf%= 19—6=%

® EJEMPLO Efectuar

Solucion:

3.5 Racionalizacion de radicales

Hay expresiones racionales con radicales que, en ciertos casos, son mds ficiles de traba-
jar si se elimina el radical del numerador o del denominador. Este procedimiento recibe
el nombre de racionalizacién del numerador o del denominador, respectivamente, El
proceso puede llevarse a cabo utilizando el principio de que cualquier niimero multiphi-
cado por 1 no se altera, este 1 puede estar representado por todas aquellas fracciones
en que resulte el 1,

® EJEMPLO Racionalizar el denominador de la expresién
V2

Vs

Solucion: lo que se pretende es eliminar el radical del denominador, por lo que se va a
multiplicar tanto el denominador como el numerador por V5 (se eligié V5 porque al
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multiplicarlo por el denominador obtenemos la rafz cuadrada de un cuadrado perfecto).

Esto es:
Vi V5 _Vil_Vio
Vs Vs Vs s

La expresion racionalizada queda como: -—5-19—

® EJEMPLO Racionalizar el denominador de la expresién

1
Vi
Solucion: para eliminar el radical del denominador y obtener un cubo perfecto, la ex-
presién se debe multiplicar tanto en el numerador como en el denominador porv ;
esto es:
1 Vix _ Vax _“&4::
Ve Vax VEe 2
Observacién: para racionalizar el denominador (numerador) de una fraccién con més

de un término en el denominador (numerador), se multiplica tanto el numerador como
el denominador por el conjugado del denominador (numerador).

@® EJEMPLO Racionalizar
Z

3+V5

Solucién: multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado de 3 + V5
que es 3 - V5, dando:

2 3-V5 _23-V35)
3+V3 3-V5  9-V25

Simplificando se tiene:
23-V5) _23-V5)_28-V5)_(3-V5)
9- v’_ 9~ 5 4 g
® EJEMPLO Racionalizar el numerador de
Vi+2
-4

Solucion: se puede resolver este problema de dos maneras,

Alternativa |

Se racionaliza la expresion multiplicando el numerador y el denominador por el conju-
gado de Vx + 2, que es Vx - 2, dando:

Vi+2 Vx-2 __ Waf-@p
-4 Vx-2 (x-4)(Vx-2)
Efectuando las operaciones y simplificando queda:
Vaj-@r __ x-4 __1
x-4(Vi-2) (x-4)(Vx-2) (Vi-2

Alternativa Il

Otra manera de resolver este problema es reescribir el denominador como una diferen-
cia de cuadrados. Observamos que x y 4 son el cuadrado de Vxy 2, respectivamente, y
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que al factorizar el denominador se tiene:
Vi+2  (Vx+2) 1

-4 (Vx+2(Ve-2) (Va-2)

Se comprueba asi que la respuesta es la misma desarrollando cualquiera de las dos
alternativas,

Ejercicios 3.1

L Simplificar los siguientes radicales utilizando las leyes que 5 30:"3‘5— 6y\35 + 4y\35

convengan, 6. 4\,!8'_;_@_»!3_2
LVB 7. 2V24 + V34— V36
o 8 VB1 - V32 - V50
3. V20 9, 66VF — TVE + V7
4 —V17 *
5 2V/54 10. x V8xy? — %’\?ﬂ’x”'—f— %ﬁfw
6 Vo5 1L.V6E + VI8 + V30
. Vie-4 12. /3% — V25ab% + Vab + \/16ab?
8 V# 1BV +V2IEE +VIEE ~TE
9. Vly VO 1 4
0. VS 14.?_;-'-‘/;_‘\/_(;
11, V5055 15. V9% — Vaw? — Vidv + V252
12, Vasryz! III, Obtenga los productos.
13, Vly'(x + y)? L VI3
14, VB 2 3VE(2V7)
15, V=10 3, 2V3 (-3V3)
16. V/—64 4. \VIVIA
17. V== 5. VIID
18,V 6 VI Vy
H-?W 7. &V (VE)
m\;"ﬂ_x‘F 8 3Vay Vy
21 VBrY 9, ViVi-1
2. VeadF 19, ViTiViT3
23, Vors* 1L ViVir—x
24V 12.VIVa
b ki 1.V3 V%
26. V63— 1¢ 14, V2% VR
27, Vy'(y — 2 15, \Vag e
28, V=54 o0 16. VIVE
IL Efectie las siguientes operaciones. 17. VZ(VZ + V3)
L 6V2-5VZ+V2 18, Vi (Vxy + V3x)
2. 8V/6 - 3V6 - 5V6 19.3+ VZ)(3-V3Z)
3. 6Vx—2Vx—avx 2.1+ V2)(1-V2)

4 xVZ+ VI - V2 21 (V2-2V3)(VZ + 2V3)
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22, (VZ+xf ” vz
2. (Vx-1+2] Vx+2
24, Voriy VIxy' s Y22
28, VIARRE V IRk Va2
26. V3aE V2Tat 212 + 4V18
4 4 16, V3
27. V3pg V12p'g
28. Van? ViEey 5 12+ V15
29, V3 V305 TV
30. V2axy: VI8 Vi+Vy
18, fo—y
IV. Efectie las siguientes divisiones de radicales y simplifique. Vidx - Viy
" V& Y i
V2 4
V18 2. 1+v3
2% .
=4 gy
V2
. V5
“3vE 3+V2
3 2. e
5 Ve Ve
_ V3
i % UoNT+V3
3
2+ V3
ﬁﬁ B V3
e V- V3
i D % B+ V3
V1s
. 5V2 + V10
V6 2 NVI-VE
1";5 Vi +2Vy
i Vs B Wx—2Vy
Vi 1
&z B.1+V2
. %
5 a—2Vab +b
Va-Vb
12 e a b
Vagh®

.



EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Y SUS OPERACIONES

A

Empezaremos recordando algunos conceptos que serdn de gran utilidad:

4.1 Definicion de expresion algebraica

4.1 Definicion de expresiéon
algebraica

4.2 Operaciones con
expresiones algebraicas

Expresién algebraica es la combinacién de niimeros y letras (que representan nlime-
ros), combinadas, a su vez, con una o més de las operaciones fundamentales del dlgebra.

@ EJEMPLOS 2
3x2—2x +5, e 10, (4x+2) —y, etcétera

Término es un ndmero, una letra o la combinacién de ambos, tinicamente bajo la opera-
cién de producto o divisién. A menos que se utilice algiin simbolo de agrupaci6n, todo
lo que estd dentro de él se considera término,

® EJEMPLOS 5
3x, ;, 3, (4x+2)

Coeficiente numérico es el nimero que acompafia a una literal incluyendo el signo,
Considérese que sino estd escrito ningin niimero ni signo se da por hecho que el niime-
roes 1 y el signo es positivo.

@® EJEMPLOS
3x — el coeficiente numérico es 3

'Tsx — ¢l coeficiente numérico es _Ts
—x — ¢l coeficiente numérico es —1

Potencia es el niimero de veces que la base serd multiplicada por sf misma,

@ EJEMPLOS
%7 la base es x, la potencia es §

—4x? 1a base es x, Ia potencia es 3
(—2x)* la base es —2x, Ia potencia es 2
xla base es x,la potenciaes1

Términos semejantes: son aquellos que tienen la misma base y potencia, sin importar
el valor de su coeficiente numérico. 37
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@ EJEMPLOS
5x es semejante a —3x

—5x° es semejante a %—xz

i es semejante a =3
x x

3x*es semejante a — %r"‘

Las expresiones algebraicas se pueden clasificar, segiin la cantidad de términos que las
componen, en monomios, binomios y polinomios.

*  Sila expresion contiene s6lo un término se llama monomio.

@ EJEMPLOS
oy L, 20y
3‘r! 2}’; 2 x! Sx
¢ Sila expresion contiene dos términos se llama binomio,
@ EJEMPLOS

3x+2y,5x—1,%+3,(2x+3y)—4

*  Sila expresién contiene tres 0 més términos se llama polinomio,

@ EJEMPLOS
3x+2y -5 -3 +2-5

4.2 Operaciones con expresiones algebraicas

En esta seccién se explicardn las operaciones con expresiones algebraicas de suma, res-
ta, multiplicacién y divisién,

4.2.1 Suma y resta

Para efectuar sumas y restas con expresiones algebraicas es necesario saber:

a. Qué es un término semejante,

b. Aplicar correctamente las leyes de los signos para la suma.

¢. Efectuar sin errores operaciones aritméticas fundamentales,
A continuacidn se exponen algunos ejemplos asf como las diferentes formas en que se
pueden resolver,

® EJEMPLO Efectuar las operaciones indicadas en la siguiente expresién

algebraica
3x—2y+6x—3y =

Solucién: aplicando conceptos anteriores, como el manejo de signos y el de términos
semejantes, tenemos que 3x y 6x son semejantes y de signos iguales; combindndolos, el
resultado es 9x, Por otra parte, —2y y —3y también son semejantes y de signos iguales,
pero ambos negativos; el resultado es —5y. Asi, la solucidn es:
3x =2y +6x — 3y =9 — 5y
® EJEMPLO Efectuar las operaciones en la siguiente expresion
algebraica

2=3x—2+5r+6=
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Solucion: este problema se puede resolver recurriendo a los simbolos de agrupacién, es
decir, agrupando términos semejantes de la siguiente manera;

2-2+6)+(5x—31)=6+2x

o bien, el resultado se puede obtener combinando mentalmente los términos que sean
semejantes.

® EJEMPLO Efectuar las operaciones en las siguientes expresiones
algebraicas

(Bx—2y+ )+ Bx—2y—2)+ (—5x+ 4y — 27)

Solucion: existen varias alternativas para resolver este problema, aqui se presentard la
que tiene menos riesgo de error pero se deja en libertad al alumno para que compruebe
de otro modo el resultado,

Primero se escriben todas las expresiones algebraicas hacia abajo, se acomodan los
t€rminos debajo de sus semejantes y se efectiia la suma como si se tratara de una suma
aritmética,

3x - 2y + Z
& — 2y - F4
-5x + 4y - 2z
6x g
Podemos concluir que el resultado final es:
6x — 2z

Otra forma de presentar una suma o resta de expresiones algebraicas es a través de
simbolos de agrupacidn,

Los simbolos de agrupacién sirven para agrupar uno o més términos de una expre-
sidn algebraica, asi como més de una operacion fundamental, los simbolos de agrupa-
cién més usados son:

{h )il

Cuando tenemos més de un simbolo de agrupacién en una expresion algebraica, se eli-
minan de adentro hacia fuera. Hay que recordar el manejo de signos y considerar que:

Si a un simbolo de agrupacién le antecede un signo pesitive los términos que agru-
pa no cambian de signo; si a un simbolo de agrupacion le antecede un signo negati-
vo los términos que agrupa si cambian de signo,

® EJEMPLO Eliminar los simbolos de agrupacién y combinar términos
semejantes
2—={(3x+2) —[5¢+ 6]

Solucion: se eliminan los simbolos de agrupacién de acuerdo con la regla antes men-
cionada y se combinan los términos semejantes dentro del simbolo con el fin de reducir
la expresién algebraica,

2={Bx+2)-[Sx+6}=2-P3x+2~-5x—6}=2—{-2x — 4}
=2+2x+4=2x+6
@ EJEMPLO Eliminar los simbolos de agrupacién y combinar términos

semejantes
3+2{b—-4[a+2(2a—-b)+b]l—a+2b
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Solucion
3+2(b—4da+22a-b)+bl—-a+2b=3+2{b—4da+4a—-2b+b]—a}+2b
=3+2{b—4a—16a+8 —4b—a} +2b
=3+2{5b-21a} +2b
=3-423+ 12b

Observacién: hay distintas maneras de resolver estos ejercicios. Una alternativa es la
que se presentd en ambos ejemplos, es decir, se eliminaron los simbolos de agrupacion
y se efectuaron las operaciones individuales por cada simbolo de agrupacién eliminado.
Otra alternativa es desechar los simbolos de agrupacion, sin reducir los términos seme-
jantes, manejar correctamente los signos durante el procedimiento y, al final, efectuar
las sumas y restas indicadas. El resultado debe ser el mismo,

4.2.2 Multiplicacion y division de expresiones algebraicas
Lo primero que se hard en esta seccién es recordar algunas leyes y propiedades que se
requieren para efectuar el producto y division de expresiones algebraicas,
a. Leyes de los signos para el producto y la divisién.
b. Las leyes conmutativa y distributiva para el producto.
¢. Laley distributiva para la divisién,
d. Leyes de los exponentes para el producto y la divisin,
e. Procedimiento para dividir polinomio entre polinomio,
A continuacion se explican los conceptos relacionados con el producto:
a. Leyes de los signos para el producto
+ -+ =+ Ejemplo: (3)(2) =6
+ - —= = Ejemplo: (5)(—3) = —15
- - + = = Ejemplo:(—10)(5) = =50
~ - ==+  Ejemplo:(~20)(~2) = 40
b. Ley conmutativa para el producto
Para cualquier a y b € R tenemos que:
ab = ba
® EJEMPLO
(4)(8) =(8)(4)
® EJEMPLO
(®)(=5) = (=9)(x)
c. Ley distributiva por izquierda y derecha, respectivamente, para el producto
Para cualquier a, by ¢ € R tenemos que:
a(b +c)=ab +ac

® EJEMPLO
2(3+4)=2(3) +2(4)

(b+ca=ba+ca=ab+ac

B+4@2) =()2) +@02) =2)3) + (2)4)

@ EJEMPLO
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d. Leyes de los exponentes para el producto
Para cualquier m y n € R tenemos que: g™ -a"=a™*" y (a")"=a™"
@ EJEMPLOS
KRRl s s
2. (%) = 2008 = 412

Aplicando los conceptos anteriores se pueden efectuar productos de dos 0 més expre-
siones algebraicas.

® EJEMPLOS

Efectuar las siguientes operaciones y simplificar,
a - P=r"P=
b, (—3x%)(24%) = —6x*2 = —62®
& (3x)2(x%)? = (D)(x) = 9x5+2 = 948
d. 3x(2x + y) = 3x(2x) + 3x(y) = 61 + 3xy
e Bx+2y)B3x+y) =

El dltimo ejercicio puede resolverse de dos maneras: aplicando la ley distributiva o
como una multiplicacién aritmética comiin (colocando una expresién debajo de la otra).

Aplicando la ley distributiva
(3x + 2y)(3x + y) = 3x(3x +y) + 2y(3x + y)
= 952 + 3xy + 6xy + 2)°

=9x2 + 9xy + 2?2
El otro procedimiento es:
x4+ 2y
3 4+ y
%+ 6xy
+3y + 27

92 + 9xy + 27

Los resultados son iguales, es decir, las dos formas de resolver el problema son correctas.
Ahora se enuncian las leyes y propiedades para la divisin.

a. Leyes de los signos para la division

+ + + = +  Ejemplo:4+2=2
+ + — = —  Ejemplo:6+(-2)=-3
- + + = - Ejemplo: (—8) ~ 4 = -2

- + = = + Ejemplo: (—10) = (=2) =5
b. Leyes de los exponentes para la division
Para cualesquier m,n,a € Ry a # 0, tenemos que:

a™ " :si m es mayor que n; (m=>>n)

% =14 1;sim esigual an;(m=n)

1 ;
- +Si 1 es mayor que m; (n=>m)
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c. Ley distributiva para la division
* Polinomio entre monomio

atb+c+.._a
d d
® EJEMPLO

o Vi R cond##0

Al
aln

ﬁxs__:.f;_sxz=%_%+%=w_w+l

d. Procedimiento para dividir polinomio entre polinomio

* Ordenar el numerador y denominador con letras iguales, en forma descendente en
funcién del exponente, Dejar espacio para cualquier potencia faltante del numera-
dor, que presente una letra distinta.

* Dividir el primer término del numerador entre el primero del denominador, El
resultado es el primer término del cociente.

* Multiplicar cada uno de los términos del denominador por el primer término del
cociente, Colocar los resultados debajo de cada uno de los términos semejantes
del numerador, con signo contrario,

* Considerar el residuo asf obtenido como un nuevo numerador. Repetir los pasos
segundo y tercero para encontrar el segundo término del cociente y el siguiente
residuo,

¢ Continuar este proceso hasta que el residuo sea igual a cero o hasta que el expo-
nente de la letra comiin sea menor que el exponente de la letra comiin del denomi-

nador,

Si el residuo es cero se dice que la divisién es exacta. El resultado que se obtiene es el
siguiente:

- Numerador _ .00

Denominador
Por el contrario, si el residuo no es cero, el resultado es:
Numerador i Residuo
PR = o MR
Denominador Coekele Denominador
Nota: la divisién es llamada también “divisién de casita”, Sus partes se organizan de la
siguiente manera;
Cociente
Denominador [Numerador
Residuo

@ EJEMPLOS
Efectuar las operaciones indicadas.

L S5 -a

2, OB _3up

—2abc
47 1
S

148 - 28 _ 148 282 _
A P g SR s A
I+x—24
i v
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En los ejercicios 1 a 4 se aplicaron sélo algunas leyes y propiedades de la division, mien-
tras que el ejercicio 5 requiere la divisién polinomio entre polinomio. La solucién es:

x+3

3x-8[32+x-24
=35 + 8¢

9y —24

—0x + 24

0

W +x—24_

T x+3

Por lo tanto;

® EJEMPLO Dividir (8x* — 24 4+ 15x) entre (4 — x + 2¢7)
Solucién: la manera de resolver este ejercicio es emplear el procedimiento antes men-
cionado (dividir polinomio entre polinomio). Al seguir los pasos se tiene que:
a. Ordenar numerador y denominador (de mayor a menor con respecto a la poten-
cia),
b. Si falta alguna potencia, dejar un espacio en blanco o colocar un cero para repre-
sentarla,

¢ Dividir el primer término del numerador entre el primero del denominador, obte-
niendo asi el primer término del cociente.

d. Multiplicar el primer término del cociente por cada uno de los términos del deno-
minador, Los productos se colocan con signo contrario debajo de cada uno de sus
términos semejantes, con respecto al numerador.

e. Efectuar las sumas o restas indicadas en el numerador. Repetir los pasos ¢y d hasta
que el primer término del numerador sea menor al primero del denominador, o
bien, cuando el residuo sea igual a cero,

Con todo lo anterior tenemos que:

42+ 2x — 7
22 —x+4[8¢ + 03 + 02+ 15x - 24
—dxt il — 16

4x® — 1612 + 15x — 24

—d@ + It — ‘B
-14r’ + Tx—24
+14x? — Tx+ 28
4

4

El resultado de la divisién es: 4x* +2x — 7 + T

® EJEMPLO Dividir (6x* — 582 — 5xy® — *) entre (252 + 2xy + ).

Solucién: chsérvese que este ejercicio, comparado con los anteriores, es una divisién
con dos variables. El procedimiento es exactamente el mismo, aunque ahora hay que
ordenar tanto el numerador como el denominador con respecto a una de las variables.
Se ordenard con respecto a ¥, sin importar el orden de y,tomando en cuenta que falta
la potencia cibica de x y, por lo tanto, hay que dejar un espacio para representar la
potencia ciibica,
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32— 3xy — ¥’
2x% + 2xy + y2 | 624 =532y — Sxp? — y*
— 6x* — 6%y — 3%

— 633y — 8x%? — Sxp —y*
+ 6%y + 6x%y? + 3xy?

s Znyz_ zxyﬂu_yd-
+2x%y% + 2xy3 + ¥4
0
Ot =58y —SpP -yt _ 2
Por lo tanto: FriE T 32 -3xy—y

Observacidn: como el residuo es cero, el resultado final de la divisién no se escribe como
en el ejemplo anterior,
En resumen, dependiendo del tipo de divisién se puede:
Monomio
Monomio’
Polinomio
* Monomio

simplificar numerador y denominador al mismo tiempo,

.aplicar la ley distributiva y simplificar cada una de las fracciones resul-
tantes, como en el caso de monomio entre monomio,
Polinomio : _— . ] .
€. resolver igual que la divisién aritmética (“de casita”),
Polinomio o ( )

Ejercicios 4.1

L Efectuar las operaciones indicadas. 10, 2x + 2y — [dx— (z + 2y)] + z} — 2y

L mn + (—mn) + 6mn

2 —x+({-Tx)

3. (=8a) — (—3a) — (-2a)
4, Sa— 6a—"Ta

5 10b —3b —4b

6. 12y +3a—5y—a

7. 10xy + y — Txy — 8y

8. dax — 10bx — 9bx — dax
9, 7x+ 3x — 2y — 8y

10, 12x+ 2x — Tx

IL Eliminar los simbolos de agrupacidn y reducir a términos

semejantes.

L3a+ (2+5a)

Z2a+(8—-a)

Ax—(2x—4)

4 4+6{x—1)

5 7—-2(3x—8)

6. (2x — 3y) — 4(x — 5y)

7. 4x— [9—4(3 —x)]
8.1-[a—2b—-(3—a)+3]

9. x—[3x+@—x)]—[8—-3(x—2)

1L 8 —3fa—2[a — (b —2) + 3(b — 3)] — 6}
12, 3x — [2x + [3x — 2y — (5x — 4y) — 2x] — 5y}

ML Obtener la suma de las siguientes expresiones,

L 22 +6b,7a—2b

ZoXx =32y =5

33 —87x—42x—1

4. 7a — 3b + 1l¢, —14a + 10b + 10¢, Ba + 8b + 13¢
S5.a+100—93a—5b+4c,2¢c+b—6

6. 3x +6xy+3yz+4,3x—Txy —6yz — 13,9 —2xy+ 3yz

IV. En cada uno de los siguientes ejercicios restar la segunda

expresion de la primera.
L Sa+9—10c, —6a+Te
Z2a—y1 a+ti

Hx+3a+dy, x+3a—2y
4 6a—10b+8c, Sa+Th—c¢
S 3x+6xy+3yz+4, 3xr—Tey—6yz—13

V. Efectuar la multiplicacidn que se indica y simplificar,

L (3¥) (2

2, (26°%) (—3a'b?)

3. (2a%7) (—3a%) (P*c?)
4, xy (2 — »)



S5 (x+2)(x—2)

6, (x +3)(x —2)

7. (2x—-3)(2x+4)

B (w—06)(w-—-35

9, (1 —2x) (4 +3x)

10. (c — 4a) (26* + 5ac — a%)
IL3+x[-6+x(4+x)]

12, [22b% [3a%]*

13, (~2axf ~ (~a) (+)

14. a(2a — b) — 2b(a — b) + ab(a + 3)
15 xy(x—3—x(? -3 —yx—y
x+4 x+l]

2+4

2x—1 x—8

18, x+3y—2)(x+2y+4)
VL Realizar las signientes divisiones.
4— 8k

4
" 6x — 3x

3x

x'— 50+ 6x°

TR

125 + 18x4 — ax?
T

«d

1

Ejercicios

5x%? — 10x4y*
> 527y
Y + a4y + iyt
6. -2y

(2x—af —(2x—df
o -
8. w—&;—l](ﬂ+2}|

¥+5x+6
x+2

3Ixt+x—24

10, x+3

8—6r+x
x+2

a+ b
atb

Axt+15x—24

22—x+4

3 — 162+ 15x + 5

-2 +1

0% + 11" — 2662 + 23x — 6
15,

Sx =2

45



PRODUCTOS NOTABLES

O ESPECIALES

5.1

52

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Binomio elevado al
cuadrado o cuadrado
de un binomio da como
resultado un trinomio
cuadrado perfecto

Binomios conjugados
dan como resultado una
diferencia de cuadrados

Binomios con término
comun dan como
resultado un trinomio
general de segundo
grado

Binomios con términos
semejantes dan como
resultado un trinomio
general de segundo
grado

Binomio elevado al cubo
o cubo de un binomio da
como resultado un cubo
perfecto

Productos de un binomio
por un trinomio dan
como resultado una suma
o diferencia de cubos

Cuadrado de un
polinomio

A

Hay ciertos productos de polinomios que aparecen con mucha frecuencia y conviene
recordarlos para hacer mis rdpida y segura la manipulacién algebraica. Estos productos
se llaman productos notables,

Los productos notables son aquellos que se resuelven a través de férmulas especificas
que deben ser memorizadas y aplicadas hasta dominar el proceso de obtencién de los
productos notables,

5.1 Binomio elevado al cuadrado o cuadrado
de un binomio da como resultado un trinomio

cuadrado perfecto .
(8 + 9P =5 + 20y + M
C-yP=x-2y+y @

® EJEMPLO Resolver (2a + 3b)?
Solucion: al aplicar paso a paso la ecuacién (1), se tiene que:
(2a + 3b)? = (2a)® + 2(2a)(3b) + (3b)*
= da? + 12ab + 9b?
® EJEMPLO Resolver (5x —2)
Solucién: al aplicar paso a paso la ecuacion (2), se tiene que:

(5x — 2)? = (52) — 2(5x)(2) + (2)?
=25¢" —20x + 4

5.2 Binomios conjugados dan como resultado
una diferencia de cuadrados

==y
E-p)x+y)=2—»
® EJEMPLO Resolver (5a + 2b) (5a — 2b).
Solucion: aplicando la férmula anterior se tiene que:
(5a + 2b) (5a — 2b) = (5a)* — (2b)*
= 250% — 4b?
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® EJEMPLO Resolver (3 + 3)(3 o E)
FRETATI

Solucion: aplicando la férmula anterior se tiene que:
E)E-3-0-6f-5-3
y/\x oy y o2y

5.3 Binomios con término comun dan como
resultado un trinomio general de
segundo grado

(x+a)(x+b)=x"+(a+b)x +ab

® EJEMPLO Resolver
(x+2)(x+3)
Solucién: aplicando la férmula anterior se tiene que:
+2)(x+3)=x2+2+3)x+(2)(3)
=x2+5¢+6
® EJEMPLO Resolver
x—4)(x—-1)
Solucion: aplicando la férmula anterior se tiene que:
(x—4)(x-1) =22+ (—4-1x+ (-4 (-1)
=x2—5¢c+4

5.4 Binomios con términos semejantes dan
como resultado un trinomio general
de segundo grado

(ax + by) (cx + dy) = acx® + (ad + bc)xy + bdy?
® EJEMPLO Resolver
(Bx +2y) (2x +y)
Solucion: aplicando la férmula anterior se tiene que:
(x +2y) (2x +y) = (3)(2) ¥ + [(3)(1) + @)@y + D))y
= 6x% + Txy + 29

® EJEMPLO Resolver
(2x — 3y) (5x + 4y)

Solucion: aplicando la férmula anterior se tiene que;
(2x — 3y) (5x + 4y) = Q)5 + [D)(@) + (=3)S)ey + (-3)(@)y’
= 10x" — Tay — 12¢°
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5.5 Binomio elevado al cubo o cubo de un binomio
da como resultado un cubo perfecto

(& +yP =27+ 3% + 3t + 3
(x = y)* =27 =3x%y + 3xy* — p? @
® EJEMPLO Resolver
(2x¢ + 3y)?

Solucién: aplicando la ecuacién (3) se tiene que:
(2x + 3pP = (20 + 3267 (3y) + 320 3y) + By)’
= 8% + 3627y + Sdxy® + 27y°

® EJEMPLO Resolver
(x = 2y)

Solucién: aplicando la ecuacion (4) se tiene que:

(x = 2y)* = (x)° = 3(x)*(2y) + 3()(2)* - )
=13 — 6x%y + 12xy% — 8y

5.6 Productos de un binomio por un trinomio
dan como resultado una suma o diferencia
de cubos

e =xyr ) =2t f ()
=ty + ) =2~ 6
@® EJEMPLO Resolver
(5x +2)(25x* — 10x + 4)
Solucién: aplicando la ecuacion (5) se tiene que:
(5x + 2)(252% — 10x + 4) = (5x)* + (2)*
= 125x* + 8
® EJEMPLO Resolver
(6x — 5z2)(36x2 + 30xz + 25z2)
Solucion: aplicando la ecuacion (6) se tiene que:
(6x — 5z)(36x" + 30xz + 252%) = (6x)° — (52)°
= 216x° — 1257°

5.7 Cuadrado de un polinomio

(x+y+)2 =22+ + 22+ 2xy +2xz7 + vz (7

® EJEMPLO Resolver
(x + 2y + 32)?

Solucion: aplicando la ecuacidn (7) se tiene que:
(x + 2y + 3202 = (x)* + (29)2 + (32) + 2(x)(2y) + 2(x)(32) + 2(2¥)(32)
= x2 + dy? + 972 + dxy + 6xz +12yz
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Resumen de formulas de productos notables o especiales

Ejercicios 5.1
L Efectuar los siguientes productos notables.

L (2r+ 108

2 (4 — 57

3, (2x — 17

4 (x -2y

5 (2a + 3bY

6. (x2 + y3)?

7. (36 + 6¢7) (3b* — 6¢7)

(-6

9. [(3b2 + ¢ — 3bc|[(30> + ¢2) + 3b¢]
0. dx—D{x+7)
IL2+x)(3—x)

12, (3 —2x) (3 + 4x)

1B 52+ EE -7
14, (x +y + 20

15 (2m* —2m + m? + 1)°
16. (a — 3b + 2)?
Mx=-2)(F+2x+4)
8 x+1)(F*=-x+1)
19, 2x —1) (4" + 2x+ 1)

Binomios conjugados
(x+y)(x=y)
Binomio al cuadrado
(x+y)y
(x—y)*
Binomios con término
comiin
(x+a)(x+b)

Binomios con términos
semejantes
(ax + by) (cx + dy)

Polinomio al cuadrado
[Ty + ¥

Binomio al cubo
(x+y)P
(x—yp

Binomio por trinomio
(x+y) (*—xy + )
(x=y) (P +xy+y)

Diferencia de cuadrados
=yt
Trinomio cuadrado perfecto
X2+ 2y + y?
2= 2xy + y?

Trinomio general

X+ (a+b)x+ab
Trinomio general

acx? + (ad + bc)xy + bdy?

" et it iy S A s

Cubo perfecto
B +3% + 32 + 3
B =33 + 302 —y?

Suma o diferencia de cubos
B+
2=y

20, (x—2y) (2 + 2xy + 47)

21, [(3b* — b) + (b — 22N [(3b* - b) — (¥’ — 2b%)]

22, (3r + 10s)?

23, (x2+ y2p?

4 (x+D (P —2x+4)

25 (x—3)(x+ 1)

26, (3x + 2y + z)?

27, (Ty + 4¢) (Ty — 4¢)

2, (4x—1)(x+7)

29, (xy — 5)°

0. (Zx— 1) (42 + 2+ 1)
m: 2\ mt  2n?

= (7+3)5-7)

32, [(2x —y) + 3][(2x — y) = 5]
100

3, (- 83

M, (4% — 0 (4xy — 1)

35, (a—2b +3c)

36 (m* + m—2m + 1P

37 (2x +5) (3x— 2)

38, (3x—4)°

3, (7Tx—5y) (Tx + 5y)

40, (43— 3) (162> + 12a+ 9)



FACTORIZACION

6.1

6.2
6.3

6.4

6.5

Expresion algebraica con
factor comun

Diferencia de cuadrados

Trinomio cuadrado
perfecto

Trinomio general o de
segundo grado

Suma y diferencia de
cubos

A

En el capitulo anterior se revisé el tema de productos especiales o notables, en particu-
lar cémo obtener los productos a partir de determinados factores. En este apartado se
determinarin los factores de los productos, es decir, el proceso contratio,

Definicion: la factorizacién es el proceso de descomponer una expresion algebraica en
sus factores, o bien, el procedimiento para escribir un polinomio como el producto de
dos o més factores,

Al descomponer diversas expresiones algebraicas en factores, los resultados son
expresiones factorizadas identificadas como:

a. Expresién algebraica con factor comiin
Diferencia de cuadrados

Trinomio cuadrado perfecto

Trinomio general o de segundo grado

o pp ¥

Suma y diferencia de cubos

6.1 Expresion algebraica con factor comin

Cuando cada uno de los términos de un polinomio tiene como factor el mismo término,
éste se denomina factor comiin,

Observacidn: si hay un factor que se repite en toda la expresién, pero con diferente po-
tencia, el factor comiin es el que presenta la minima. En otras palabras, el factor comtin
es la méixima expresion entre la cual pueden ser divididos cada uno de los términos de
la expresion dada.

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
Ax + Ay + Az

Solucién: en la expresién dada hay una letra que se repite, la cual serfa el factor comtin,
Para obtener el factor que multiplica al comiin, debe dividirse cada uno de los términos
de la expresion original entre el factor comin. De esta forma la expresion queda com-
pletamente factorizada:

Ax+Ay+ Az=A(x+y+172)
1

Factor comiin
® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién

46y + 6% ~10xy 1
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Solucion: en este ejemplo se observa claramente la teoria antes mencionada, segiin la
cual aquel factor que se repite en todos los términos de la expresién es el comiin, En-
tonces, el factor comiin es 2xy y el resultado queda:

4x’y? + 6 2%y — 10xy = 2xy(2¢%y + 3xy — 5)
® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
3(x—2)—al2-1x)

Solucion: en este ejemplo no hay, aparentemente, un factor comin. Si se observa con
atencién es claro que los términos (x — 2) y (2 — x) difieren entre si por los signos.
Entonces, primero se saca el signo de factor comiin de los términos del paréntesis de la
derecha, y después el factor comiin (x — 2). Luego se termina de factorizar la expresién.

3x=-2)—a2-20)=3x-2)+a(x-D=(x-2)(3+a)

6.2 Diferencia de cuadrados

ae
En el tema de productos especiales se analizé cémo el producto de dos factores (bino-
mios conjugados) da como resultado una diferencia de cuadrados, Si ahora se tiene una
diferencia de cuadrados, ésta se descompone en factores y el resultado es el producto
de dos binomios conjugades.

at —bP=(a+ba—b
l l
Diferenciade  Binomios
cuadrados conjugados

Dicho de otro modo, al ser factorizada, 1a diferencia de cuadrados da como resultado el
producto de dos binomios conjugados.

Regla general para factorizar una diferencia de cuadrados

Se extrae la raiz cuadrada de cada uno de los términos de la diferencia dada. Luego se
combinan estas dos raices en la suma y diferencia de las raices cuadradas, de tal manera
que su resultado sea el producto de dos binomios conjugados.

Nota: antes de verificar si el binomio es una diferencia de cuadrados, se debe analizar
si la expresion tiene factor comiin, En caso afirmativo debe siempre obtenerse el factor
comin para poder continuar la factorizacién.

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
dx? - 9y?

Solucion: de acuerdo con lo anterior, hay que extraer las raices de cada uno de los
Erminos y acomodarlas en una suma y diferencia de factores para formar los binomios
conjugados. El resultado es:

4x2 — 92 = (2x — 3y) (2x + 3y)

l l
Vaxz V9y?
l l
2x 3y

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
2 =4(y—3)?
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Solucion: se sigue el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior, asi que el resul-
e =4y =3V =[k+2y-3)]x-2(v-3)]
=(x+2y—-6)(x—2y+6)
Vi =2 VAG =3 =20y - 3
® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
aAx—4y)+ b4y —x)

Solucién: esta expresién puede transformarse en otra equivalente para sacar el signo
negativo de factor comiin del término b? (4y — x). Esto es:

P-4+ @y —x)=a*(x—4y) P (—dy+x)=d(x—4y) - (x—4)

recuerde que si se saca un signo negativo de factor comiin, los términos que estdn den-
tro del simbolo de agrupacién cambian de signo. Ahora se ve que la expresion tiene un
factor comiin: (x — 4y), y ya factorizada queda de la siguiente manera:

Ax—4)+b @y —x)=a*(x—4dy) - P (x — 4y) = (x — dy)(a* - I)

Hay que seguir factorizando esta expresién porque el factor (a® — b?) es también una
diferencia de cuadrados, La expresién completamente factorizada queda:

F(x—dy)+ b4y —x)=a'(x—4y) — P (x —4y) = (x - 4)(&* - b)
=(x—4y)(a+b)(a—b)
6.3 Trinomio cuadrado perfecto

Es una expresidn algebraica que contiene exactamente tres términos, Su representacion
general estd dada por & + 2ab + b2 Su factorizaci6n, recordando los productos nota-
bles o especiales, es un binomio al cuadrado;

a*+2ab +b* = (azb)
A 1

Trinomio Binomio
cuadrado al

perfecto cuadrado

Regla para reconocer un trinomio cuadrado perfecto

Un trinomio ordenado con relacidn a una letra es cuadrado perfecto cuando su primer
y tercer términos tienen raiz cuadrada positiva, en tanto que el segundo término es el
doble producto de sus raices cuadradas,

Regla general para factorizar un trinomio cuadrado perfecto

Se extrae la rafz cuadrada al primer y tercer términos del trinomio y se separan por el
signo del segundo término, El binomio asi formado se eleva al cuadrado y la expresion
resultante es la factorizacién del trinomio cuadrado perfecto.

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
452 + 12xy + 92

Solucion: con base en la teoria anterior, el primer paso es ordenar el trinomio con res-
pecto a una letra, en este caso con respecto a x. El segundo paso es verificar si el primer
y tercer términos tienen raices positivas, lo cual en este ejemplo asi es y son: 2x y 3y, El
tercer paso es verificar si el doble producto de estas dos raices corresponde al segundo
término,es decir, que 2(2x)(3y) debe dar como resultado 12xy para afirmar que se trata
de un trinomio cuadrado perfecto,
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Dado que todas las condiciones se cumplieron a lo largo del proceso, la factorizacién
queda de la siguiente manera:

4x% + 12xy + %2 = (2x + 3y)?

Ndtese que la expresion del lado derecho se construye con las dos raices y el signo del
segundo término.

6.4 Trinomio general o de segundo grado

Es una expresién algebraica que contiene tres términos y su representacion general
estd dada por x* + (a + b)x + ab. Se sabe, recordando los productos notables, que la
factorizacién que resulta es el producto de dos binomios con término comiin, es decir:

1’2+(a+lb).t+ab = [x+a)£x+b)

Trinomio Binomios con
general término comiin

Regla general para factorizar un trinomio general
(El que resulta de multiplicar dos binomios con término comiin).

Ordenar el trinomio con respecto a una letra, extraer la raiz cuadrada del primer tér-
mino y colocarla, a su vez, como primer término en cada uno de los binomios. Luego,
descomponer el tercer término en parejas de manera que las cantidades multiplicadas
den como resultado dicho término; ademds, considerar también que la combinacidn de
esas parejas sumadas o restadas con sus signos respectivos deben dar como resultado el
segundo término,

@ EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
¥+5x+6

Solucion: de acuerdo con la regla establecida se tiene que la rafz cuadrada del primer
wrmino es x,por lo tanto el primer término de los binomios es x, Ahora se procede a
encontrar las parejas que, multiplicadas, den como resultado el tercer término, y que
sumadas o restadas den como resultado el segundo término, Tentativamente, las parejas
pueden ser:

6,1 3,2 -3, -2 -6, —1

Se comprueba que cada par de parejas cumple el requisito, pues multiplicadas dan como
resultado 6 (el tercer término), pero no todas dan 5 (segundo término) al ser sumadas
o restadas. Por lo tanto, la Gnica pareja que cumple con todos los requisitos es 3,2 y la
factorizacion de la expresién queda:

LH5x+6=(x+3(x+2)
Otra expresion considerada trinomio general es aquella que tiene la forma:
acx? + (ad +bc)xy + bdy?

la cual, si se recuerdan los productos notables, es la que resulta de multiplicar dos bino-
mios con términos semejantes. Su factorizacién se representa de la siguiente forma:

acx® + (ad +bc)xy + bdy? = (ax + by)(ex + dy)

Regla para factorizar este tipo de trinomios

Lo primero que se hace es buscar las parejas cuyo resultado, una vez multiplicadas, sea
el primer término; luego se hace lo mismo con el tercer término, Por dltimo hay que
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comprobar que el producto de sus diagonales sumadas o restadas sea el segundo tér-
mino, 8i se cumple lo anterior se concluye que la factorizacién de la expresién dada se
forma con los factores en linea recta.

El siguiente esquema nos muesira més claramente esta regla.

cx? + (ad + bcxy +
i Gl

gty

cx dy

Observacidn: hay otras alternativas para llegar al resultado, es decir, diferentes métodos
para factorizar los trinomios generales, uno de ellos es por visualizacién, Lo importante
es que cualquier procedimiento conduce siempre al mismo resultado,

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
I+ 10 —8

Solucién: se inicia buscando las parejas que, multiplicadas, den el primer nimero (3x7).
Al mismo tiempo se identifica a las parejas que, también multiplicadas, den (—8) y, des-
pués, sumadas o restadas en diagonal arrojen el segundo término (10x). Asi se determi-
nan los binomios cuyo resultado, al ser multiplicados, es la expresién dada.

A continuacién se listan las posibles parejas ordenadas para verificar cudl de ellas
cumple con todas las condiciones,

3x 4 I -2 X -8 I 1
x =2 x 4 X 1 x —8

Obsérvese que todas las parejas ordenadas cumplen con el requisito del primer y tercer
términos, pero no todas camplen con la condicién de que el producto de sus diagonales,
sumadas o restadas, sea el segundo término. Asf, las tinicas parejas vélidas son:

-2
x 4

Para formar los binomios se colocan las parejas en linea recta, por lo que la expresién
dada queda totalmente factorizada de la siguiente manera:

3+ 10x—8=(3x—-2)(x + 4)

32 + 10x — 8= (x + 4) (3 — 2)

Para verificar que la factorizacién es correcta se multiplican los dos binomios semejan-
tes. El resultado debe ser igual a la expresion del lado derecho de la igualdad.

6.5 Suma y diferencia de cubos

a3+b3 aS_bS

Si se divide y los resultados, respectivamente, son:
atb a-b
@+ b @-p
——=a—ab+ b’ =a +ab+ b
a+b a—-b

Debido a que en toda divisién exacta el numerador es igual al producto del cociente por
el denominador, obtenemos:
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1)a3+b3=(a1-b)(a2—ab+bi‘) y 2)&3—b3=(a—lb)(a2+ab+b2)

Suma Diferencia
de cubos de cubos

De este proceso se deducen las siguientes férmulas:
Formula 1 La sama de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

I** factor: la suma de sus dos raices ciibicas,
2° factor: el cuadrado de la primera raiz, menos el producto de las dos raices, mds el
cuadrado de la segunda raiz.

Formula 2 La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

1°* factor: la diferencia de sus raices ciibicas,
2° factor: el cuadrado de la primera rafz, mis el producto de las dos raices, mds el cua-
drado de la segunda raiz,

® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
O+125

Solucion: se aplica la férmula 1 en virtud de que la expresién dada es una suma de
cubos. El 1* factor de la expresién se forma con las raices ciibicas de cada uno de los
Eérminos y queda el siguiente binomio:
(x+5)
Posteriormente se forma el 2° factor con base en el binomio, justo como indica la for-
mula 1, Esto es el cuadrado de la primera raiz (x)?, menos el producto de ambas raices
(5)(x), mis el cuadrado de la segunda raiz (5)2. El resultado es el siguiente trinomio que
es también el segundo factor:
(x* = 5x + 25)

De donde se concluye que la expresién dada queda totalmente factorizada con el pro-
ducto de estos dos factores, es decir, con el producto del binomio por el trinomio. Ello
se expresa de la siguiente forma;

X +125 = (x +5) (x* — 5x + 25)
® EJEMPLO Factorizar completamente la siguiente expresién
8 — 64
Solucion: al observar la expresién se determina que se trata de una diferencia de cubos,
aungue mtes debe recordarse que el primer paso a segnir es verificar si se tiene un

factor comiin. En este caso el factor comin de la expresién es 8. El primer paso de la
factorizacién queda de la siguiente manera:

8¢ — 64 = 8(x* — 8)
En la expresi6n resultante se aprecia que el factor (x* — 8) es una diferencia de cubos,
por lo que debe continuarse la factorizacion siguiendo la férmula 2:
El 1* factor se obtiene con las raices ciibicas de cada uno de los términos y se
forma el siguiente binomio:
(x =2)

Luego, €l 2° factor se obtiene a través del binomio y siguiendo la férmula 2: el cuadrado
de la primera raiz (x)?, mas el producto de las dos raices (x) (2), mis el cuadrado de la
segunda raifz (2)2. Se forma asi el trinomio:

(x* + 2x +4)
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De lo anterior se concluye que la expresién dada queda totalmente factorizada de la

siguiente forma:

8x' —64 =8(x’ - 8)

=8(x —2)(x® + 2x +4)

Resumen de férmulas de factorizacién

Expresion

Wx + Wy + Wz
Diferencia de cuadrados
=y
Trinomio cuadrado perfecto
2+ 2+
X =2y + ¥

Trinomio general

2+ (a+b)x+ab
Trinomio general

acx® + (ad + be)xy + bdy?

Suma y diferencia de cubos
3+
x— oy

Cubo perfecto
£+ 3% + 32 + y?
=3y 3 —

Ejercicios 6.1
L Factorizar completamente las siguientes expresiones.

L 3x%y + a2
2, 52x3* + 16xy° + 262
Lx(x+2)+3(x+2)
4, 7x (dx — 3) — 4(4x —3)
5 (2x + 17+ 2(2x + 1)?
6. 3x4(3x + 1) — 6x(3x + 1)2
Tx+3NEx-2D—-2x+5H(x—-2)
B 2x+2P —(x+2){(x— 1)
9. dx(x—T) -2y (7 —x)
W22 —1)—x(1—2x)
IL3x(x—1)—-6y(1l—x)
12 6x(3x— 1) — 1222 (1 —3x)
13, 22— 64
14, 1662 — 92

= Factorizacion

Factor comiin
= Wix+y+z)

Binomios conjugados
- (x+y)(x-y)

Binomio al cuadrado
= (x + y)*
= (x -y
Binomios con
término comiin
= (x+a)(x+b)

Binomios con términos
semejantes
(ax + by) (cx + dy)

Binomio por trinomio
(x+¥) (2 -1+
(- (EFE+o+y)

Binomio al cubo
(x +y)?
x—7¥)

15, 2x4 — 502
16, y* — 4x2

17. 49m* — 16n°
18. 16n°

19, dx® — xy?

20, 25y — 49

ZL. 16b% — 4b°
22,y — 16
23,224+ Tx + 10
4. —8x+12
25.p2—3p—10
26. y* — 16y + 15
27. w? — 18w + 45
28, x* + Bxy + 157
29, x* — dxy + 4
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30. 252 — 14x + 12

3L 3y — 33y + 54
32— 3% — 18

33, 23 + 6x2 — 56x

3. 32+ 5x +2

35 22 + 11x + 15

36. 50— 1la + 6
37,42+ 13x + 3

38, 5m*— 16m + 3

39, 10x2 —27x+ 5

40, 1222 + 32z + 20

4L 2% — Txy + 32

42, 40x° + 5x*

43. 32" - 81

44, 8% + 27

d5, 64x® — 27y3
46, x5 + 1

47, 27a° — 64

48, 27 — By

49, 64 —

50, xY? — xy
SLxE+Tx+12
52+ 7x+10

53, +x—6

54, 4x2 -9

55, 15x2 — 38x + 24

56. 10x® — 37xy + 30y°
5T.a2(a+2)+(a+2)
S8 (x+4)—3(x+4)
5.y (y+2)—d(y+2)
60. 2x2 + 5x — 3

6L 8x* —6x +1

62, 18x%)* — %?

63, 5(x —4) — 10(x — 4
64, x> — 16

65. 3x(2x — 5) — 6(5 — 2x)
66. m* + Zmn — n*

67. 36x% + 60x°y* + 25y*
68. X2+ Tx +12

69. 2x* — 18x + 16

70, 33 — 1842 + 27°
7L 2%y + x%y — 3xy

T2 (3x+Dx — )+ (1 +2x)(4 —x)

T3, 4 — 492

74, B(2y + 1) — 32(2y + 1)?
75. 4k —dk+1

76. 81c'6 — 126c5d° + 494"
T x2—9x +20

78, ax? + Sax + 6a

79, 6w? — 25w + 4

80. 6(2x + 1) + x(2x + 1)
81, x%y — 4y

16
82.3"—8—1

83, 49m? — ldm + 1

84, x* + 60 + 17x

85 ' —w

86. 64x° + 27
87.8 — 125z°

88. x (x—4)+9(4—x)
89, 18x% + 12x2y + 2x)2
90. 4x° — 8x> + 4x

91, 16x* — y*

92, 10x2 + 11x — 6

93, 12x' — 27x

94, 6x* —x — 1
95, a° — Bb?

96. 64bx* — b

97. 6(3x — 2) — 12y (2 — 3x)
98. Bla* — 25p°

99, 2z% (x + 3y) — 6xz (x + 3y)
100, x* —7x* — 8

101, 2420 — agbe — 10¢
102y (y—2)+9(2-y)
103, 4y — 16y + 16

104, m* — 6mn + 9n?

105, 27%° — 6497
106, p + ¢f

107. 1242 — 14ab — 1002
108. 16a* — 81p*



FRACCIONES SIMPLES
Y COMPLEJAS

A

7.1 Fracciones simples

7.1 Fracciones simples

7.2 Fracciones complejas

" e
Una fraccién algebraica simple es aquella expresién que contiene mimeros o letras o la
combinacién de ambos, tanto en el numerador como en el denominador,

Considere que una fraccién tiene tres signos asociados con ella: el signo que ante-
cede a la fraccidn, el del numerador y el del denominador,

Si se tiene que:

-a a |

g ;sib#0
Lo anterior demuestra que el valor de una fraccién no se altera si se cambia, al mismo
tiempo, el signo del numerador y el del denominador,

De igual forma, el valor de una fraccién permanece igual al cambiar simultinea-
mente el signo de la fraccién y el numerador o el signo de la fraccion y el denominador.,
Esto se escribe de la siguiente forma:

a -a —a a B0
b —b b -b
Tal como lo muestran las igualdades anteriores, cualesquiera dos de los tres signos aso-
ciados con una fraccién se pueden cambiar sin alterar el valor de la fraccién.
Cambiar el signo del numerador de una fraccién con més de un término significa
cambiar los signos de todos los términos del numerador, y lo mismo ocurre sise cambia
un signo en el denominador. Esto es equivalente a sacar el signo negativo como factor

comun,
® EJEMPLO
S il I b Gt ) et e
x-—-5 Ix-5 Ax==5
0

2P +5x—6 -22+5c—-6 —W+5x+6
3x-5 —[=3% +.5) =3 +35
Si numerador y denominador estdn factorizados, los signos de los términos de cualguie-

ra de los dos factores o los signos de los términos de uno de los factores y el signo de 1a
fraccién, se pueden cambiar sin alterar el valor de la misma,

59
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® EJEMPLO Utilizando los conceptos anteriores escriba una fraccion
equivalente a:

6-2)(Tx+4) (-D(6+0)(x+4) -(x-6(Tx+4) (x—6)(Tx+4)
=6 @x-7) (-6 (=3x+7) -&-6(7-3x) (x-6)(7-3)

® EJEMPLO Utilizando los conceptos anteriores escriba una fraccién
equivalente a:

(3 —x) (4x + 3)
x=3)Bx-=7)

Solucion: aplicando todos los conceptos antes mencionados el resultado queda repre-
sentado asi:

B-x4x+3) (-3+x)(dx+3) (x—3)(4x+3)
x=3)0Bx=7) @=-3)(-3x+7) -3)(7-3})

7.1.1 Simplificacion de fracciones simples

Se dice que una fraccién simple estd totalmente simplificada si el numerador y el de-
nominador no tienen factor comtin, excepto el 1. Para simplificar una fraccién se facto-
rizan el numerador y el denominador, y si aparecen simultineamente en ambas partes
de la fraccion uno o més factores comunes, éstos se eliminan con facilidad por medio de

la division,
® EJEMPLO Expresar en términos minimos la siguiente expresién
4x?y?
2xy

Solucién: hay dos maneras de simplificar esta expresién, una es aplicar las leyes de los
exponentes; otra, aplicar la factorizacién.

Se va a resolver este ejercicio por factorizacién, procedimiento cuyo resultado pue-
de ser comprobado. Por lo tanto

Ay’ 2wy

2vy%  parax,y#0

2xy 2y
® EJEMPLO Simplificar a términos minimos la siguiente expresién
2xy
4x%y?

Solucion: de nuevo se elegird la factorizacidn para resolver este ejercicio, Asi, el resul-
tado queda como sigue:

2xy 1(2xv) 1
= = iparax,y=0
A’y 2 (2xy) 20y
Observacién: en los ejemplos anteriores se canceld el término 2xy porque es un factor

comiin; ademds, el numerador y el denominador estdn expresados como productos por-
que es la dnica forma en que puede ser eliminado un factor,

® EJEMPLO Simplificar a términos minimos la siguiente expresién

e aa
B=5c+6
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Solucién: para simplificar esta fraccién es necesario expresar el numerador y el deno-
minador en forma de productos (factores); después se procede a simplificar, Esto es:

¥egees fe=fif=1y G-
£-5x+6 (x-3)(x-2) (-3

El factor que se cancela es (x — 2), asi que las expresiones anteriores son iguales cuando
x—2#0,estoesx #2,

® EJEMPLO Simplificar a términos minimos la siguiente expresién

iparax ¥ 2

X—4x+3
o2
Solucion: el primer paso es factorizar el numerador y el denominador:
¥-4xr+3 (x=3)(x-1)
9-22  (3-1)(3+Y
Obsérvese que la expresion no puede ser simplificada porque no hay un factor comiin,

Sin embargo, de acuerdo con la teoria antes vista, si sacamos el signo — de factor comiin
tenemos un factor igual en numerador y denominador, esto es:
Ptd =061 ~A-JE-1] —fx-1] %+l 1-—%
9 — 42 B-0GB+y G-003+2 (B+x) 3+x x+3
six #3.
Esta no es la tinica forma de simplificar una fraccién, A continuacién se presenta

otra alternativa para comprobar su resultado; usted puede elegir cudl emplear para re-
solver este problema.

Alternativa Il

Primero hay que ordenar el numerador y el denominador con respecto a x, tratando de
trabajar con la variable cuadrética positiva en ambos para factorizar més ficilmente,
A partir de la expresién dada se hace un cambio de signo en el denominador de esta
forma:
¥—4x+3 P©—4x+3
g — it -2 -9)
El siguiente paso es factorizar la expresion y luego hacer la simplificacion, esto es:
£—d+3 L-dx+3 F-PE-1) _ -1  x—-1 =x+1 1-x
9 — 2 -(*2-9 -E-3)x+3) -G+ x+3 x+3 x+3
six#3,
Como se puede apreciar, ambas alternativas nos llevan al mismo resultado,

@ EJEMPLO Simplificar a términos minimos la siguiente expresion

x+1
(x+2)x+1

Solucién: en los ejercicios anteriores el numerador y el denominador tenfan que es-
tar factorizados para poder hacer una cancelacién, es decir, sf habia un factor comiin,
Aqui en particular hay que ser cuidadosos para no hacer una cancelacién errénea, ya
que este ejercicio parece tener a (x + 1) como factor comin y no es asi. Ndtese que en
el denominador hay una suma y no un producto, por lo tanto, primero se resuelven las
operaciones indicadas en el denominador y después se factoriza la expresién resultante,
A continuacién se describe este procedimiento,

x+1 T i T o . |
+2)x+1 2£2+2%+1 (x+172 x+1
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7.1.2 Multiplicacion y division de fracciones simples

Para multiplicar o dividir fracciones simples hay que recordar los siguientes conceptos:

a ¢ ac
1L ?-E—E,parab,d#t}.

a ¢ a d ad
D, e e e i ey b,e,d#0,
Bo@ B & oS
Para facilitar el producto y divisién de fracciones es conveniente simplificar cada una de
las fracciones antes de efectuar las operaciones indicadas,

® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién
124’0 36b

6b  24°

Solucion: se puede empezar haciendo la reduccién a términos minimos, de manera
que sea posible extraer partes a los coeficientes numéricos (del numerador con los del
denominador), Luego se aplican las leyes de los exponentes a las variables hasta que el
resultado quede en su minima expresién. A continuacién se muestra la expresion des-
pués de este procedimiento;

i e 2
6b 247 12a°b 36
® EJEMPLO Efectuar las operaciones indicadas y simplificar a su minima
expresion
£L-y 2w+dy

x+2y x+y

Solucion: primero se reduce cada una de las fracciones, es decir, se factoriza para verifi-
car si hay factores iguales que puedan cancelarse en numerador y denominador, esto es:

£-y +dy (+y)(x—y) 2Ax+2y)

x+2y x+vy x+ 2y x+y A=)
® EJEMPLO Efectuar las operaciones indicadas y simplificar a su minima
expresion

¥Mx+2)+22x+4) P-(x+2) «x

2(x+2)+ (x+3) -4 x+4
Solucion: hay que tener cuidado al hacer una cancelacién, pues ésta se efectia sélo
hasta que estin totalmente factorizados el numerador y denominador. Enseguida se
muestra el procedimiento:
Hr+2)+2(2%+4) #-(x+2) x Mx+)+2Ax+2)] F-x-2 x
2dx+2) + (x+3) -4 x+4 2 +dx+x+3  (x+DH(x-2) x+4

_Mx+2)+4x+2) F£-x-2 x
2+ dx+x+3 (x+2)(x—2) x+4

x+)(x+4) P -x-2 X

22 +5c+3 (x+2)(x—2) x+4

_(x+2)(x+4)_(x—2)(x+1)_ X X
T(@2x+3)(x+1) (x+2)(x-2) x+4 2¢+3

Como puede observarse es mucho mds sencillo hacer primero la simplificacion de frac-
ciones y después las operaciones indicadas.
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® EJEMPLO Efectuar las operaciones indicadas y simplificar a su minima
expresion

2-6p+9 P36
P2+8c+7 P-x-2

Solucién: una manera fécil de resolver este problema es cambiar la operacién de divi-
sién por multiplicacién y aplicar la teorfa utilizada en los tres ejemplos anteriores. Para
esto hay que recordar la siguiente propiedad.

a ¢

b d

iad

2, i
b ¢ bc
Por lo tanto, la expresitn dada es equivalente a:

£-6x+9 FP-x-2
2+8+7 X*-x-6

Ahora se procede a factorizar cada uno de los factores del numerador y del denomina-
dor, cancelando aquellos que sean iguales hasta obtener el resultado final como se ve
enseguida,
F=6r+9 F-x=2 (=3 (@=-)@+1) (x-3HEx-2)
P+8+7 2=-x-6 (x+7Nkx+1) x=3)(x+2) (x+D(x+2)
Observacion: para concluir este tema hay que enfatizar que la herramienta més til

para realizar operaciones con fracciones es la factorizacién, recurso que también seré
aplicado en temas posteriores,

7.1.3 Suma y resta de fracciones simples

Para samar o restar dos 0 més fracciones que tienen el mismo denominador, lo tGnico
que hay que hacer es sumar o restar todos los términos de los numeradores y después
reesctibir la fraccién como el total de la suma o resta de los numeradores entre el de-
nominador,

® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién

3,12

5 5

Solucion: las fracciones tienen el mismo denominador, asi que basta con sumar los
mumeradores y reescribir la fraccién como la suma de los numeradores entre el mismo
denominador, Es decir:

3 o 12 " 3+12- 15

1 1- 2 1
Solucibn: — — i =—3 L . -
4 4 4 2
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Solucién: este ejemplo se resuelve exactamente igual que los anteriores, s6lo hay que
tomar en cuenta que no se estd trabajando con cantidades numéricas sino con expresio-
nes algebraicas, Por lo tanto es necesario corroborar que en todas las fracciones esté el
mismo denominador. Observe:

Sa P 2b  4b—5a 5a+2—-(4b—5a) Sa+2b—4b+35a

2y 2y 2up 2% 2xy

_10a—-2b 2(5a—b) Sa-b
2xy 2xy xy

A continuacién se explicard el procedimiento para sumar y restar fracciones que no
tienen el mismo denominador. El procedimiento es diferente y se compone de los si-
guientes pasos:
1. Factorizar cada uno de los denominadotes para extraer un factor que los divida a
todos. Dicho factor es llamado minimo comiin denominador (MCD).

2, EIMCD se forma con el producto de los distintos factores de los denominadores,
Si hay un factor que se repite con diferentes exponentes, debe elegirse el que con-
tenga el exponente més grande.

3. Una vez que se ha obtenido en MCD se le divide entre cada uno de los denomi-
nadores. El resultado de la divisién se multiplica por cada uno de los términos del
numerador y se obtiene una nueva fraccién. Efectuando las operaciones indicadas
y simplificando se obtiene el resultado de la expresién dada,

A continuacién se aplica este procedimiento en varios ejercicios.
® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién
31

—_———=
5 10
Solucion: al factorizar el 10 como (2)(5), encontramos que el MCD entre 5 y 10 es,
justamente, 10, ya que el minimo comin denominador es un niimero formado con el
producto de los factores repetidos (5), por los factores no repetidos (2), v es capaz de
dividir a todos los denominadores. Por tanto, el resultado de la expresién dada es:

14_1_(2)(3) +(1)(7) _ 6+7 13

5 10 10 10 10

® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién
3 2 B
x-1Dx+3) E+2)@x-1)

Solucion: obsérvese que ya estdn factorizados los denominadores, por lo que tinica-
mente hay que obtener su MCD, De acuerdo con la teoria antes mencionada, el MCD
es:(x = 1) (x + 3) (x + 2); el factor (x — 1) se pone una sola vez porque esté repetido.
El resultado de la expresion se representa asi:

3 2 LM+ 2y —2x+ 3)
x=-D(x+3) (x+2@E-1) @E-DE+3)(x+2)
3x+6-2x—6 X

=(x—1]|(.v::+3)(,1r+2]| - x=D(x+3)(x+2)
® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién

Ix+y 2y 1

2=y -xy x+y
Solucién: el primer paso es factorizar todos los denominadores para obtener el MCD
que, como segundo paso, se divide entre cada uno de los denominadores, de manera
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que cada resultado se multiplica por el numerador correspondiente. En el tercer paso se
efectiian las operaciones indicadas y se simplifica el resultado final,

Procederemos a factorizar cada uno de los denominadores,

P=P=E-pE+l-my=xx-p,E+y)=(x+y)

entonces: el MCD = x (x — ) (x + ¥).

La expresion dada queda resuelta asf:
3x+y 2y 1 3x+y 2y 1
2=y L-xy x+y @+)-y) x@x-y) x+y

_MCBxy) = Wyx+y) —x(x —y)
x(x+y) (x—y)

_ WAy -2y -2 -ty -2y
x(x+y)(x—y) x+y)(x—y)
2 -y) 20ty x-y) 2

Cxr ) (x-y)  MxEN -y x
® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién
5 a 4 B 3
Xy N 2
Solucién: a diferencia de los ejemplos anteriores, en este ejercicio no aparecen las ope-
raciones de suma o resta en los denominadores, asi que no serd necesario factorizar los
denominadores para determinar el MCD, que simplemente se obtiene con el producto
de la mixima potencia de x y la mixima potencia de y.
Por lo tanto el MCD es: x* y°, de lo que se desprende que:
S 4 3 _509-4xy) -3 _ 5 -4y -3
vy oy xy 13y y
Observe que el resultado ya no puede ser simplificado porque la expresién del numera-
dor no tiene un factor igual al del denominador, de modo que éste es el resultado final.
® EJEMPLO Efectuar las operaciones y simplificar a su minima expresién
3x " ¥ B 2x+y _
2% +3xy -2y -4y AT -Sxy+ 2y
Solucion: como los denominadores no estén factorizados ése es el primer paso para
resolver el problema, por lo tanto:
20243y — 2= (2x —y) (x + 2y)
== (x+2y) (x —2y)
262 = Sxy+ 292 = (2x —y) (x — 2y)
EIMCD es: (2x — y) (x + 2y) (x — 2y).
Por lo tanto, el resultado de la expresién dada es:
3x & ¥ _ 2x+y
22 +3xy -2y -4y 2% -5xy+2?

_ 3x I ¥ . 2x+y

(Zx=y)(x+2y) (+2Zy)(x—2y) (Zx-y)(x—2y)

_ Sx(x-29)+y (2e—y) —(2x+y) (x+ 2y)
2r-y)(x+2y) (x - 2y)
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_ 3x2—6xy + 2y — y7 — % — dxy — xy — 2
(2x—y) (x +2y) (x — 2y)
=%y — 3

(2x —y) (x +2y) (x — 2y)
Observe que el numerador ya no se puede factorizar, asi que €sta es la respuesta.

7.2 Fracciones complejas

Una fraccién compleja es aquella expresion en la que al menos uno de sus dos miem-
bros (numerador o denominador) estd compuesto por fracciones.

® EJEMPLO

x ¥
x—y+ + y
x2

[a
+

X
_},2

]
+
e

L.l'||-|‘=:.|m|h.l

7.2.1 Simplificacion de fracciones complejas

Para simplificar una fraccién compleja basta con simplificar el numerador por una par-
te, el denominador por otra o los dos al mismo tiempo. Hecho lo anterior se aborda la
divisioén de la forma que més convenga, por ejemplo, se puede dejar el numerador igual
y multiplicar por el recfproco del denominador de la fraccién compleja.

Otra manera de resolver la divisién consiste en, ya simplificados numerador y deno-
minador, dividir extremos por extremos (queda el numerador de una fraccién simple) y
medios por medios (que es el denominador de 1a misma fraccién simple). Finalmente se
verifica si la fraccién resultante ya no puede ser simplificada,

a ¢
Si la fraccién compleja estd escrita asf: Fu = E,se pueden simplificar por separado
las fracciones de manera que la divisién indicada se hace en forma cruzada, es decir:
a ¢ ad

b B d ke
Cualquiera que sea la opcién elegida el resultado debe ser el mismo.
® EJEMPLO Simplificar la siguiente expresion

1
1+E

e
=3

Solucion: con la opcién de simplificar el numerador y el denominador de la fraccién
compleja al mismo tiempo, se tiene que:

1 2+41 3
e 3 _2_32_6_,
-3 4-3 1 2 1 2
2 2 2

Observe que para simplificar el numerador y el denominador se tiene que sacar por
separado el minimo comiin denominador de cada uno de ellos. Después se resuelven las
operaciones y, por Ultimo, se efectiia la divisidn, que en este caso se realizé invirtiendo
el denominador de la fraccién compleja.
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® EJEMPLO Simplificar la siguiente expresién

1
-y
Hageers

X

Solucion: se obtienen los MCD del numerador y del denominador, que son, respectiva-
mente, x2 y x, Después de las operaciones se tiene:

4L 4f-1
E
1 2c+1

2+x pr

Luego, al multiplicar extremos por extremos y medios por medios, se obtiene el siguien-
te resultado:

ok e
xz__ x _x(4x2—1)

S, Ll 2+l @D
X x

Simplificando esta tiltima expresion el resultado final es:
1 4 -1

TR TE aae-1)  a@e+)(@r-1)  2c-1
el el @D AEtDh %
x X

® EJEMPLO Simplificar la siguiente expresién

2
= a1
1 2
a—-1"(a-1)
Solucién: como en el ejemplo anterior, primero se determinan los MCD del numerador
y denominador, que en este caso son: @ — 1y (a — 1% respectivamente, Efectuando
operaciones se obtiene:

L. Reduzca las fracciones dadas a su minima expresién,

24able

L Tsabe?

2

3a%h
18a%p8

ﬂ_i a@a-1)-2 a*—a-2
a-1 _ a-1 _ a-1
1,2 a-1+2  _a+1
a=1"@-17 "@-17 (@-17
(@=a=-2)@=-12 (@-2)@+1)(e—-1?

T (@=-D@+1) (a—D@+1) =@=-2@-1)
ax + 3x
a® + 3a
_x
¥+ 2
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s ¥ . Tx+21y  x2—6xy+ 92
SRR =9 -2y -3
6 Htn2 " w-9%+9 X
x+3 Bx—12 22—
g ¥—2 . ¥+3 27
P —dr+4 T x—3 P2+3kx+9
Fr—Pp—% xX+8 x+3
B —— 8. .
B gy premdpchad
g 4x— 8 i 78¢:[»:1+1!:)2 Pla—b) 1222
4-—2x “ T3y 8a(a+b) b
w X3 - 249’ 2p +3q) 10p* (2p —3q) 6¢*
3-2x 5p* 9q" (4p* — 9¢%) p?
¥ — 25 Tbe 14e¢
11 S
x— 5y L "9 7 g
6x” — 13x + 6 8x2y°
1 — 4 R
e 2. 64+ —
24+ 3h -2 2w 6%
B i B, —— 5
3+ Th+2 I I
¥+ 4c+3 xX2—6x+9 x2-x—6
u - 14, &
gy Py Al T E==2
x - s R
15; > 15 2 b . a—b
o 9%a+9 a+2a+1
i m® — nf 24 0xibd.  dh—x—1
m® —n® % i (x +3)?
. 2 — & —12 3a—a—10 10a®+a—2 5a* + Ba— 4
‘Wizt 12 1. 82 —2a-3 3@ +2a+25 128 +11a—15
o 2+ 2x—8 . F+dxy—12y 2—-6xy—TY x*—Oxy+14°
2+ 1x + 12 R+Tey+ 6P —xy—12)2 * x2—xy—12)?
15x% + 16x + 4
W IL Efectuar las operaciones indicadas y simplificar a su minima
6x* —5x + 6 -
expresién
22 +6x+4 x—-1 x
4x? + 20x + 24 6 6
IL Efectuar las operaciones indicadas y expresar su resultado 2, TR S
en términos minimos, 8 8
L B s *+6 %
15x Ty % 2 2
A 4’ 9a%h x+y Sx—-2
3% 2x L =6 Tx—¢
§ 12¢* 36xy* —2x — 4 X+ 5
6 12 * Frurl  Ermal
X+x y+1 —2x+ 6 3x—3

¥-1 x+1 b Pix-6 ' Prx6



9.

10.

14,

17.

18.

IV, Simplifique las fracciones complejas para obtener una frac-

4r+12  3x+ 15
3—xr  3—x

x—z_ P
x+2 2
-4 x+2

x+3 2
2-3x—10 x-35

y x
xy— Yy —xy

5 3
¥—-9x+8 2_6x—16

mt—1 ]
m+1 m*-m+1

2a° — 5b° a—2b a—2b

+ er
at + ab — 20 a+2b a—b

ddn simple en términos minimos.

W

L4
7

—
|
B

| =
|2

ta | =t
9
S|w

7.

10.

14.

Ejercicios
X
P
¥
1+x
¥
Tk
a 2a
a
&)
a
b—b
bi
——a
a
S
a b
L
ab
a
T_Z
a
e
1 2
x—1 3x—1
| | 4 1
2x—1 3x-—-1
-y 1
x+y+x2—y2
Xty =y
xX—=y x+y
x—©6
l_xz—x—ﬁ
x+6
2+x2—x—6
_¥
A
2% + 2
Py
p+t2  p
P2 pt2
4
3_;:l+2
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8.4

8.5
8.6

8.7

Definicién de ecuacién

Clasificacion de las
ecuaciones

Solucién de ecuaciones
de primer grado
con una variable

Ecuaciones que
comprenden fracciones

Ecuaciones cuadréaticas

Ecuaciones con radicales
que conducen
a ecuaciones lineales

Aplicaciones de las
ecuaciones lineales

Introduccién

La gréfica de una ecuacidn lineal es una linea recta que debe cumplir con ciertas condi-
ciones. Lo més comiin para realizar la gréfica es tener dos puntos, P,(x,, v,) y P,(x,, »,),
y ubicarlos en un sistema coordenado. La distancia entre ellos se calcula utilizando la
siguiente férmula:

d=VE -5+ 0, -7
Otro de los conceptos relacionados con la linea recta (grifica de una ecuacién lineal)

es el cédlculo de su pendiente, la cual representa la tangente del 4ngulo de inclinacién, Si
conocemos dos puntos de la recta, P,(x,, ¥,) ¥ P,(x,, ¥,), su pendiente se determina por;

Yo =Wy

m =
e
Ecuacién punto-pendiente

La ecuaciény — y, = m(x — x,) es la de una linea recta y se obtiene a partir de dos pun-
tos o de un punto y la pendiente. Cuando sélo contamos con el dato de los dos puntos, se
determina la pendiente con la definicién del parrafo anterior (la pendiente representa
la tangente del dngulo de inclinacién). Ya con este dato y cualquiera de los dos puntos
se construye la ecuacién de la recta,

Ecuacion general de la recta

La ecuacion Ax + By + € = 0es conocida como ecuacién general de la recta,donde A,
By Cson constantes con B # (. La ecuacién general puede obtenerse al igualar a cero
la ecuacién punto-pendiente y acomodar sus términos,

Si se tiene la ecuacitn general de una recta Ax + By + C = 0, puede determinarse
supendiente despejindola hasta que quede y = mx + b (llamada ecuacidn particular de
la recta), donde m representa la pendiente y b la interseccion con el eje y.

La pendiente y la interseccién con el eje y de una recta pueden determinarse a

partir de la ecuacién general Ax + By + C = 0,donde m = —%ylaintersemiﬁn con
; C

elejeyes ——.
ey B

Se dice que una recta es paralela a otra cuando sus pendientes son iguales, m, = m.,

Se dice que una recta es perpendicular a otra cuando sus pendientes son reciprocas

’ . . 1 1
entre si y tienen signo contrario, esto es: m, = gD Wy R
2 1

A
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Ejercicios 8.1

L. Determine la distancia entre los siguientes pares ordenados,

1
2,
3
4,

5,

IL Determine la pendiente de la recta que pasa por los siguien-

Pl (31 _Z}I PZ {_ 1, 3)
Pl (0: 3): Pg ‘(_l: 3}
P,(7,2),P,(7, -2)

11 12
P, (Ei 5)1 P, (Eﬁ §)

Pl (_1- _3)1 PQ {_51 _4)

tes pares de puntos.

1.

-
3
4,
5

P, (3,0, P, (—1,4)

P, (=3,0),P, (1,0

P, (1,3), B, (2,3)

P, (—3,-3),P,(-3,2)
P, (0,0), P, (3,0)

HL Determine 1a ecuacion de la recta que cumple con las condi-
ciones establecidas.

Que pase por el punto (—1,3); m = 2.

Que pase por los puntos (3,2) y (-1, 4).
1

Que pase por el punto (1,2);m = —.

Que pase por los puntos (3, —2) y (0, —2).
Que pase por el punto (3,5);m = 0.

A I

Que pase por el punto (2,3) y seaparalelaax — y =4,

7. Que pase por el punto (0, 1) y sea perpendicular a
Ix—2y +1=0.

8. Que pase por el punto (1,1) y sea paralelaa y = x.
9. Que pase por el punto (%1%)ymperp¢ndiculara
Sx —3y=1,

10. Que pase por el punto (0, 0) y sea paralela a 2x + 4y +
2=0,

8.1 Definicion de ecuacion

Una ecuacién es una igualdad de dos expresiones algebraicas, A esas expresiones se les
llama miembros de la ecuacién; el miembro que aparece del lado izquierdo de la igual-
dad se le llama primer miembro, mientras que el que se encuentra en el lado derecho se
ke llama segundo miembro,

® EJEMPLOS
L2x—-3=5x+2
2, 3y-5=2

3, Ly
X

8.2 Clasificacion de las ecuaciones

Hay dos tipos de ecuaciones con las que comtinmente se trabaja, uno son las llamadas
ecnaciones identidades; mientras que en el otro son las ecnaciones condicionales.

Las ecnaciones identidades son aquellas que resultan vélidas para todos los valores
posibles de las letras que contienen.

® EJEMPLO
(¢ +b)*=a"+ 2ab+ b?

Sise asigna cualquier valor a @ y a b,efectuamos las operaciones indicadas en cada lado
de la igualdad y obtenemos el mismo resultado, estamos ante una ecuacidn identidad.
Otros ejemplos de ecuaciones identidad son todos los productos notables vistos con
anterioridad,
Las ecuaciones condicionales son aquellas que, como su nombre lo indica, estin
condicionadas a alglin(os) valor(es) de su(s) variable(s), es decir, la igualdad se cumple
s6lo para ciertos valores de la variable,

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién
I =35
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Solucion: sin utilizar ningin método de solucién podemos deducir que el Gnico valor
que satisface la igualdad es x = 2, por lo tanto, la ecuacién es del tipo condicional.

Por otro lado, si la ecuacién contiene s6lo una incégnita (el valor que se desconoce)
acada solucidn se le conoce como rafz, Por ejemplo, la raiz o solucién de la ecuacién
anteriores x =2,

Las ecnaciones equivalentes son aquellas que tienen la misma solucién, Por ejem-
plo, por sustitucién directa se comprueba que x = 2 es la solucidn de x + 3 =5 y de
4x + 3 =11, por lo tanto, dichas ecuaciones son equivalentes.

8.3 Solucion de ecuaciones de primer grado
con una variable

*e

En esta seccion resolveremos ecuaciones de la forma ax + b = 00 que son reducibles
adicha forma,

En la ecuacion ax + b = 0, b representa cualquier nimero y a cualquier niimero
distinto de cero. Esta ecuacién es de primer grado en x y es llamada ecuacién lineal.

Una ecuacién de primer grado es aquella en la que la incdgnita del numerador
tiene como exponente uno,

Para resolver una ecuacion de este tipo hay que acomodar del lado izquierdo de la
igualdad todos los términos que contengan la incégnita; a la derecha los términos cons-
tantes, o viceversa, seglin convenga. Tomando en cuenta que:

a. Si un término estd en un lado de la igualdad, sumando o restando, pasa al otro lado
de la igualdad efectuando la operacién contraria,

b. Cada lado de la igualdad debe quedar reducido a un solo término,

¢ Siunnimero estd multiplicando de un lado de la igualdad, pasa hacia el otro divi-
diendo a todos los términos de ese lado y conservando su signo,

* Siun niimero estd dividiendo de un lado de la igualdad pasa hacia el otro multi-
plicando a todos los términos de ese lado y conservando su sigho,

* Elresultado de una ecuacién debe expresarse de la forma més simplificada posi-
ble.

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién
x=8=x+2

Solucion: al pasar al lado izquierdo las x y al lado derecho las constantes, obtenemos la
siguiente ecuacién equivalente:

x—x=2+38
Después de efectuar las operaciones indicadas tenemos que:
4y =10

Por tltimo, para despejar x vemos que el 4 estd multiplicando, entonces pasa dividiendo

al otro lado de la igualdad. El resultado es:

L
4 2

x —
La solucién se puede comprobar sustituyendo este valor en la ecuacion original para
verificar la igualdad.
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacion
3Bx-1)+4(9-5x)=0
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Solucién: para resolver la ecuacién con respecto a x primero hay que efectuar las ope-
raciones indicadas y, posteriormente, dejar las x de un lado y las constantes del otro, Por
lo tanto, la ecuacién dada es equivalente a:

9x—-3+36—-20x=0
y a su vez esta ecuacion es equivalente a:
9x —20x =-36+3
Haciendo operaciones y despejando la variable tenemos que:

~11x = -33
=3
* =11
xr=3

Nota: todos los resultados de las ecuaciones pueden comprobarse sustituyendo en la
ecuacién original el valor obtenido, por ejemplo, para el problema anterior la compro-
bacidn es:

3Bx-1)+4(9-50)=0

333 —-1]+4[9-5(3)]=0
3[9-1]+4[9—-15]=0
3[8]+4[-6]=0
24 -24=10
0=0
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién
x(x=8)+32=2(x-2)(2x+ 1)
Solucion: efectuando las operaciones indicadas tenemos que:
x(x—8)+32=2(x—-2)(2x+ 1)
P —8r+3:2=2(242-3x-2)
=8 +32=42—-6x—4
2 —8x +3x2 — dx2+ 6x = —4
—2x = -4

XY= —

=2
x=2
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién
(x+1f~(x—1)=x+9
Solucidn: efectuando las operaciones indicadas y despejando xtenemos que:
(x+1P-(x—-1P =x+9
X+2+1 - -2x+1)=x+9
P21 -2+ —1=x+9
3x=9

_3
5%

x=3
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_3
5%

x=3
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8.4 Ecuaciones que comprenden fracciones

Son aquellas que incluyen fracciones en alguno de sus términos, Se resuelven multi-
plicando todos los términos por el minimo comtin miltiplo de los denominadores (el
MCM divide a todos los denominadores), esto hace que la ecuacion se convierta en una
ecuacion entera, lo cual facilita su solucidn,

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

5 1. .2 1 8

&° 83 4’
Solucidn: hay varias alternativas para resolver este problema, una es pasar de un solo
lado las x y del otro las constantes y efectuar las operaciones indicadas paradespejar a x.
Otra alternativa es determinar el minimo comiin denominador de cada lado de la igual-
dad v después resolver las operaciones para despejar a x. Una tercera opcién es, como
se menciond en el parrafo anterior, sacar el minimo comin miltiplo para convertir la
ecuacion dada en una entera, de manera que sea ficil despejar el valor de x.

Aplicando este ultimo procedimiento tenemos que el MCM de todos los denomi-

nadores es 36, de aqui que la ecuacién dada es equivalente a:

5 7 .2 1 8
36[Ex_§x+3‘¢x 9

Al efectuar las operaciones y despejar la variable tenemos:
6(5x) —4(7x) +12(2) =9 (1x) — 4(8)
30x —28x + 24 =9x — 32
30x —28x—9x =-32-24
~7x = —56

=%
=7
x=8
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

-2 1
3 +3-~:.r—2

X

Solucion: como la ecuacién comprende fracciones hay que multiplicar ambos lados por
el MCM de los denominadores para obtener una ecuacion sin fracciones.
ElMCM es 4, por lo tanto tenemos que:

3x-2 _ __1_
4‘.[ n +3=x 2]

Es equivalente a:

ﬂ“T'le@) () —4(%)

Efectuando las operaciones indicadas y despejando x tenemos:
3x—-2+12=4x-2
Ix—dr=-2+2-12

-y ==12
-12
-1
=12

r=



Secc. 8.4 Ecuaciones que comprenden fracciones 75

8.4 Ecuaciones que comprenden fracciones

Son aquellas que incluyen fracciones en alguno de sus términos, Se resuelven multi-
plicando todos los términos por el minimo comtin miltiplo de los denominadores (el
MCM divide a todos los denominadores), esto hace que la ecuacion se convierta en una
ecuacion entera, lo cual facilita su solucidn,

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

5 1. .2 1 8

&° 83 4’
Solucidn: hay varias alternativas para resolver este problema, una es pasar de un solo
lado las x y del otro las constantes y efectuar las operaciones indicadas paradespejar a x.
Otra alternativa es determinar el minimo comiin denominador de cada lado de la igual-
dad v después resolver las operaciones para despejar a x. Una tercera opcién es, como
se menciond en el parrafo anterior, sacar el minimo comin miltiplo para convertir la
ecuacion dada en una entera, de manera que sea ficil despejar el valor de x.

Aplicando este ultimo procedimiento tenemos que el MCM de todos los denomi-

nadores es 36, de aqui que la ecuacién dada es equivalente a:

5 7 .2 1 8
36[Ex_§x+3‘¢x 9

Al efectuar las operaciones y despejar la variable tenemos:
6(5x) —4(7x) +12(2) =9 (1x) — 4(8)
30x —28x + 24 =9x — 32
30x —28x—9x =-32-24
~7x = —56

=%
=7
x=8
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

-2 1
3 +3-~:.r—2

X

Solucion: como la ecuacién comprende fracciones hay que multiplicar ambos lados por
el MCM de los denominadores para obtener una ecuacion sin fracciones.
ElMCM es 4, por lo tanto tenemos que:

3x-2 _ __1_
4‘.[ n +3=x 2]

Es equivalente a:

ﬂ“T'le@) () —4(%)

Efectuando las operaciones indicadas y despejando x tenemos:
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Nota:hay ecuaciones que contienen fracciones, lo que significa que sus denominadores
no son s6lo niimeros sino términos con variables, En tal caso hay que evitar que la solu-
cidn sea un valor que anule al o a los denominadores, porque la divisién entre cero no
existe. Si esto sucede se dice que la ecuacidn no tiene solucién. Por ello, antes de resol-
ver el problema se recomienda determinar el o los valores que no pueden ser solucién,

Los valores permisibles para las variables de una ecuacién son todos aquellos con
los que se cumple la ipnaldad.

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacion

X 3 5 1
x+1 T8 T 2@+D T 2

Solucién: considérese x # —1y que el MCM de los denominadores es 8 (x + 1). En-
tonces tenemos que:

X 3 3 1
S(x+1)[x+1 *3 “2(x+1)+E]

8x(x +1) z 3B)x+1) S58)x+1) % 8(x+1)
x+1 8 T 2@kx+1) 2

B +3(x+1)=20+4(x+1)
Bx+3x+3=20+4x+4
8x+3x—4x=20+4-3

Tx=21

21
x=?

x=3
® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

3 2 _ 6
=4 x=-3 £2=-Tx+12

Solucién: considérese x # 4, x # 3 y que para obtener el MCM tienen que estar com-
pletamente factorizados todos los denominadores, de aqui que:

B-Tx+12=(x—-4H)(Ex-3)
por lo tanto, el MCM de los denominadores es (x — 4) (x — 3). Con esto tenemos que:

3 2 6
(x_i)(x_ﬁ)[x—d-_x—E=(x—4)(x—3)]

3x-4Hx-3) 2x-49Ex-3) _6(x-4Hx-3
x—4 x—3 (x=4)(x—-3)

3x—-3)-2@x—-4)=6
x—-9-2x+8=6
x—2x=6+9—-8

x=7
@ EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

x—3 x¥-3




Ejercicios 8.2

L Resolver las siguientes ecuaciones,

1.

Rl I O

"

Ix—5=0

Tx+8=-3
w—2=w—~0

[2x —2{x-1))5=4—x
x—3)=3x+1)
x+2D)=5x—-1)
—{x+3)—-(x—6)=3x—4
29=-43 +x
pP+6p—1=p'—p+6
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Solucién: considérese x # 3y que el MCM es (x — 3), de aqui que:

u-a[h'4=3+ 2]

Xi—3 x—3
2x —4 (x —3) =3(x_3)+2(x—3!
=3 x—3

2x=d4=3(x—3)+2
2y —4=3x-9+2
x—-3x=-9+2+4
g Lol
x=3

Observacién: 3 no es una rafz de la ecuacién dada porque este valor hace al denomina-
dor igual a cero. Por lo tanto, se concluye que lz ecuacion dada no tiene solucion.

® EJEMPLO Resolver para x la siguiente ecuacién

- 1
=4 x-2 I+1

Solucién: recuerde que para obtener el MCM de los denominadores, éstos tienen que
estar totalmente factorizados. Entonces tenemos que: x? — 4 = (x — 2) (x + 2). Luego,
observe que el MCM de los denominadores es (x —2) (x + 2) (x + 1). Considere x # 2,
x#F2yx# -1

3 1 -
(x+2)(x—2)(x+1)[(x+2)(x_2)= -2 x+1]

3x+2)(x-2)(x+1) _ (x+2x-2)(x+1) +2)(x—-2)(x+1)
(x+2)(x—2) x—2 x+1

3x+D)=(x+2(x+1)=(x+2)(x—2)
x+3=x24+3x+2-(x2-4)
x+3=22+3x+2-22+4
3x—2-3x+x2=2+4-3

0=3
Debido a que la tltima igualdad es una contradiccion, se concluye que la ecuacidn ne
tiene solucion.

10, (w—1Dw+1)=ww—4)

IL{x—1Y¥=x}x—3)+x

Rx+3P+(x+2P=x"+T2+ 9
1 1 1

13. Ex-ﬁ- IJ.‘—E

2
14, lx+3=—x+4
4 5

L
15. 5—4x—3x+2

1 1 1
16. EI—?I—E
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17,

18,

4
===t + =
3[ ) 3
Lot E B
T o &t
2""_3=w—3
3
L A
5 3
2x—-9 4, x—3
3 3
3410, _4-Ht6
2 4

2 5
B T ekl
4 3 8
24. o =
x—2 x+1 (x—-2){(x+1)
1 3 3
25' e =
2x+3 x—3 (Z+3)E-3)
X
+1=
. x—4 x—4
ay, X g o2
y+4 y+4
2x 6
28, —11 =
x—3 x—3

8.5 Ecuaciones cuadraticas

Definicion: mna ecuacién cuadréitica es una expresién algebraica de segundo grado que
se representa: ax® + bx + ¢ = 0;donde a, b y ¢son nimeros reales y a #0.

Ecuaciones de las formas:
32-5=x2+2x -1 o 532 —1=2x

que se pueden reducir a la forma general de una ecuacién cuadrética, también son ecua-
cones de este tipo,

Para resolver una ecuacién cuadritica es necesario encontrar el conjunto de solu-
ciones o las raices de la ecuacitn.

Solucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion

El procedimiento general es:

a. Escribir la ecuacion en su forma general (igualada a cero).
b. Factorizar completamente el lado izquierdo.

¢ Igualar a cero cada uno de los factores.

d. Despejar la variable de cada uno de los factores.

® EJEMPLO Resolverla ecuacién 9x2 —25 =10

Solucién: como ya tenemos la ecuacién en su forma general empezaremos por facto-
rizarla;
(Bx+35)@3x-5)=0
Igualamos a cero cada factor:
x+5=0 y 3x-5=0
Despejamos la variable de cada uno de los factores:
Jx=-5 3x=35

IS
3 3

Por lo tanto, 1a solucién o las raices de la ecuacién son:

5 3
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@ EJEMPLO Resolverla ecuacién x? — x =2

Solucién:
F—x-2=0

x=-2)(x+1)=0
x—2=0 y =x+1=0
x=2 x=-1
Por lo tanto, la solucién o raices de la ecuacién son: {—1, 2},

@ EJEMPLO Resolverla ecuaciéon 752 — 11x =0

Solucion:
x(Tx—-11)=0
x=0 y Tx=11=0
Tx=11
7
g g 11
Por lo tanto, la solucién o raices de la ecuacién son: {(]; T]'
@ EJEMPLO Resolverla ecuacién 18x2 + 3 = 29x
Solucion:

182 =29¢x+3 =0
9x-1)(2x—3)=0
9x—-1=0 ¥y 2x=3=0

9x =1 2x=3
_x _3
L =5

Por lo tanto, la solucidn o raices de la ecuacidn son; Jl%’ %]

Nota: existen ecuaciones cuadriticas de la forma ax® — ¢ =0,en las que a y ¢o alguna
de ellas no tiene raiz exacta. En este caso la ecuacién se puede resolver mis ficilmente
si s6lo despejamos la variable con el siguiente procedimiento:

a. Pasar el término independiente ¢ del lado derecho de la igualdad.

b. En caso de que x? tenga coeficiente diferente de 1, pasar este coeficiente dividiendo
al lado derecho de la ignaldad.

¢. Sacar raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad para obtener las dos raices o
soluciones de la ecuacitn,

d. Racionalizar el denominador en caso necesario,

® EJEMPLO Resolverla ecuacién 3x> — 5 =0
Solucién: primero se pasa el término independiente del lado derecho de la igualdad,
=5
El coeficiente de x* pasa dividiendo al lado derecho de la igualdad.

5
g
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Se extrae la raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad.

Vil =z %

]
=+ /=
X = 3

Para finalizar, se racionaliza el denominador, para ello se multiplica tanto el numerador
como el denominador por V3.

(oA VI VOB VE__VE

T TV3 V3 VRIB) VR 3

Por lo tanto, las dos raices o soluciones de la ecuacién son:

V15 -V15

n="3- ¥y p=—

El conjunto solucién de la ecuacion es: {j - % }

3 »
® EJEMPLO Resolverla ecuacién 4x2 -7 =0
Solucién:
42 —-7=0
dy2 =17
_7
4
A {7
4
Y Y.
\Va 2
Vi VA
175 y 2 2

V7 «ﬁ}
2’ 2

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacion es: {

® EJEMPLO Resolverlaecuacionx2—8=0
Solucién:

=4
o=
Vai=xVE
r=*V(@4)(2) = £2V2
L=2V2 y x,=-2V2
Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién es: [2V2, —-2V2.
Solucion de las ecuaciones cuadraticas aplicando la formula general

En ocasiones las ecuaciones cuadriticas no pueden resolverse por factorizacion debido
aque no son factorizables o tal procedimiento no se puede hacer con facilidad, por eso
necesitamos uno que se aplique a cualquier tipo de ecuacidn cuadrética. El proceso de
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solucién consiste en utilizar una férmula general que se describe en la siguiente ecua-
cién:

Estaeslaférmulageneral pararesolverecuacionescuadréticasdelaformaax® + bx + ¢ =0.
El £ que aparece en el numerador indica las dos raices o soluciones de la ecuacién
cuadritica de la siguiente manera:

b +VF—dac o o Tb=VF~ dac
1 za }F 2 ?a
Para aplicar la f6rmula general debemos tener la ecuacion en su forma general, es decir,

igualada a cero,

@® EJEMPLO Resolverlaecuacibnx+x—-1=0

Solucién: a simple vista se aprecia que la ecuacién no es factorizable, entonces aplica-
mos la férmula general sin despejar puesto que la ecuacién estd igualada a cero.

a=Lb=1c=-1
Sustituimos estos valores en la férmula general:
g +VIE-AD(-D) _~12VT+4_-1:VF
2

2(1) T2
De este modo:
-1 +V35 -1-V5
Le—Fs - ¥ &Rz

-1+V5 —-1-
Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién es:{ > 5, 2\/3}.

® EJEMPLO Resolver la ecuacién 2x? + 1 = 5x
Solucién: primero debemos igualar la ecuacidn a cero:
292 —-5x+1=0
a=2b=-5c=1
_—(=5)*=V25-4)(1) _ 5+V1T

X

2(2) 4
_5+VIT _ 5 =V1T
BET— Y mET e

Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién es: { Gk 17, 2B 1] }

4 4
@ EJEMPLO Resolverla ecuaciéon 9% + 10x + 2 =0
Solucién:
a=9%b=10,c=2
_=10+V100-4(9)(2) _ ~10+V100-72 _ ~10+V28
2(9) 18 18

_ —10:V(@)(T) _ -10£V7 V4 _ 10 £2V7
18 18 18
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Factorizando el numerador y el denominador tenemos:
o ASSEVT) _ 52VT
2(9) 9

_=5+VT _=5-\7
iz A

-5+V7 -5-
Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacion es:{ - o ?, s g\/f}.

Casos especiales

A veces las ecuaciones cuadréticas no presentan la forma estdndar ax*> + bx + ¢ =0. En
tales casos es necesario transformar la ecuacitn original en una equivalente, sin olvidar
que en la solucién de estas ecuaciones hay que eliminar los valores de la variable que
conviertan en cero algiin denominador.

® EJEMPLO Resolverla ecuacién —— — —2

x—1 :’—1=5

Solucion: debemos considerar que x # =1 ya que estos valores hacen que el denomi-
nador sea cero.
Multiplicamos toda la ecuacién por el MCM:

(x+1) (x—l)[%— xzfi 1 =5]
TMx+1)—-6=5(x+1)(x-1)
Tx+7-6=5x"-1)
Tx+1=5x2~-35
0=52-7x-6
Que equivale a:
5% -7x—-6=0

Esta ecuacion se resuelve por factorizacién:

52-Tx—6=0

(5x+3)(x-2)=0
5x+3=0 x=2=0

3
¥=-3 x=2

3
Por lo tanto, el conjunto solucién de la ecuacién es: {—g, 2}.

@ EJEMPLO Resolverla ecuacién (x + 5P + 3x = (x + 3) (2x — 1)
P10 +25+3x=+52—3
=285+~ 3 <=3 <135—23

0=x*—8x—28

Que equivale a;

£ -8 —28=0
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Secc. 8.5 Ecuaciones cuadraticas

Resolveremos esta ecuacion con la férmula general:
a=1,b=—-8,c=-28
g 8V6d4 — 4(1)(-28) _8*V176

2(1) 2
(= 8xVae(l) _ 8 + 411

2 2
X=2(¢i422vﬁ1=412\fﬁ

1L=4+2V1l y x=4-2VI1l

Por lo tanto, la soluci6n de la ecuacién es: {4 + 2VI1, 4 —2VI1.

83

L Resolver las siguientes ecuaciones, 7. +y=2
L x*—-4=0 8 f—z=12
2 =18 9, Ir—x=2
3. 16=4¢ 10, 22-3=x
4, 5x%=6x 1, 3 —y=2
5 3x2+9c=0 12, 4z22=11z +3
6 25=x" IL Resolver las siguientes ecuaciones por férmula general.
7. a2=T2 L ¥—4+3=0
8. Tx=49x2 2, P +2=5x
9, 4?2=125 i 60 +1=5y
10. 3 =18 4 ¥*—6x+8=10
1L =75 5 Bx2+10x+1=0
12, 42-9=0 6 X¥—x—-20=0
13, 25x2=16 T 62 +5x+1=0
14, 2x2-7=10 8. 2P +1=ax
15, 5=135 9, 2 +3x=2
16. 64 =9x" 10, 92+ 10x+2=0
17, 49x* =81 1. x2=x+3
18, 32 =4 12, 4 +3=%
19, 25=2¢" IV, Resolver las siguientes ecuaciones por el método que mds
e Iz:l‘”_ _ _ _ aqu.nvzg{i—z)—?tsﬁx—m
Ilﬁg]ll\jcrlasslgmentcsccumncsporclmémdodcfacmﬂ- 2 Sx(c+4)+21=6x+24
1L, ¥2—x=2 3 7=03Bx+82-3x
N 4 (x-2)(x+1)=2
3 22 +3c+1=0 5 4gx+1}—f(x—2}=£—x—z
4, 202 +3=5x o
5 18x2+3=129x 5 5x N 7% it
6 X2—3x+2=0 -1 3+12
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2x 2 18 2 2
-1 2+l B 6 T FAr—2 P—ar+3
A
BAr—2 P+IE+E P+er—3

9.

8.6 Ecuaciones con radicales que conducen
a ecuaciones lineales

Existen ecuaciones con radicales que conducen a ecuaciones lineales, La ecuacidn lineal
equivalente se puede obtener mediante la eliminacién de dichos radicales.

Es impottante mencionar que no todas las ecuaciones con radicales conducen ne-
cesariamente a una ecuacién lineal,

Procedimiento para resolver una ecuacién con radicales

a. Si la ecuacién contiene solamente un radical, éste debe ser aislado en uno de los
lados de la ecuacién.

b. Si la ecuacién contiene dos radicales hay que dejar s6lo uno en cada lado de la
ecuacién,

¢ Aplicar la operacidn de potenciacidn en ambos lados de la ecuacidn tantas veces
como sea necesario para eliminar todos los radicales y obtener una ecuacién lineal,

d. Resolver la ecuacién lineal.

@ EJEMPLO Ecuacién con un radical

Obtener la solucién de la ecuacién:

Vx—-4=3
Solucién: se elevan al cuadrado ambos lados de la ecuacién,
(Vi—4a] = @3
El radical del lado izquierdo se elimina y la constante ubicada a la derecha de la ecua-
cién se eleva al cuadrado,
x—4=9
Se despeja x para obtener la solucién:
x=9+4
x=13

@ EJEMPLO Ecuacién con dos radicales
Obtener la solucidén de la ecuacion:
V-x+2-V2x-1=0

Solucidn: pasamos al otro lado de la ecuacién uno de los dos radicales, dejando sélo
uno en cada lado.

V-x+2=VvV2x -1
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacion,
(V=x+2) =V -1
Eliminamos los radicales en ambos lados de la ecuacién.
S Rapt Rt S
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Despejamos xy obtenemos la solucidn:

—x—2x=-1-2

—-3x=-3
x=_—3
-3
x=1

® EJEMPLO Ecuacion con dos radicales

Resolver la ecuacion;

V3ir+1+V3x—-2=5

Solucién: pasamos al otro lado de la ecuacidn uno de los dos radicales, dejando sélo
uno en cada lado.

V3x+1=5-Vix -2
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién.
(Vi +1) =(5-V3x—2)

Eliminamos el radical del lado izquierdo de la ecuacidn y desarrollamos el binomio al
cuadrado [(10.)* + 2 (10.)(20.) + (20.)*] ubicado en la parte derecha, esto es:

3r+l=(P -2V -2+ -2)

Simplificamos:
3x+1=25-2Vx—-2+3x-2
3x+1=3x+23-2Vx -2

Dejamos de un lado de la ecuacién el término con radical y simplificamos.
3x=3x+1-23=-2Vx -2

-22 =-2Vx -2
=22
_—2 =Vx—2
11 =%x—2
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién,
(e =Vx-2f

El radical del lado derecho se elimina y elevamos al cuadrado la constante ubicada a la
izquierda de la ecuacion,

121=x-2
Se despeja x para obtener esta solucidn:
x=121+2
x=123

® EJEMPLO Ecuacion con radicales que no conduce a una ecuacién lineal

Obtener la solucién de la ecuacion:

x=Vidx+1-1
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Ejercicios 8.4

1L
2,
3,
4,
5
6.

7.
8.
9.
10.

& F F

B

Vx+1=5
Vix+1-4=0
Vix—1=-2

Vi +3=V2x
Vix+4=v1—4dx
Viitx+3=x+2
Vy+3-Vx—2=5
Vix—11-Vix+1=2
Vi-2=Vx—4
Vax—3+3=V3x
5+Vx=7

Wx+5=8
5—-Vax+1=0
VEx+1=V14x 12

WV —9=Viax —11
VitZ-Vx—-1=1

Solucién: aislamos el radical en un lado de la ecuacién, cambiando el —1,

x+1=v4x +1
Elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacidn,

(x+ 12 =( 4x+1]2

Eliminamos el radical de la parte derecha de la ecuacidn y desarrollamos el binomio al
cuadrado ubicado en la parte izquierda.

2+ +1=4x+1
Igualamos a cero la ecuacién y simplificamos,
P+2x—4x+1-1=0
¥-2=0

Como se observa, obtuvimos una ecuacién cuadrética que resolveremos por factoriza-
cién,

x(x —2)=0
Igualamos cada factor a cero y obtenemos la solucidn,

Solucion:

17 Vix+1=vx+5
18 VI —1-VIx+1=0
19, VZx+2=V5 -1
VIx+3+Vx—2=0
Vi—-1=Vx+2
Vadx —11-Vx+1=0
Vix+1=2+Vx—-3

B R EBRRE

3

B
i
|

W VEA+3Ix—T7-Vaxr+5=0
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8.7 Aplicaciones de las ecuaciones lineales

Muchos problemas que se suscitan en distintos Ambitos pueden ser resueltos en térmi-
nos de una ecuacidn lineal. Para resolver un problema de aplicacion lo mds importante
es saber plantear una ecuacién que describa la situacion. Iniciaremos este tema convir-
tiendo enunciados en ecuaciones,

Para obtener una expresién algebraica que corresponda al enunciado planteado,
cada expresion se puede ir construyendo por partes.

a. El cubo de la suma de dos nliimeros,

“Elcubo”: ( )

“de la suma de dos niimeros™: (x — y)*.

El triple del cubo de la diferencia de dos niimeros,

“El triple”: 3( )

“del cubo™: 3( )?

“de la diferencia de dos niimeros”: 3(x — y).

¢ Un quinto de un ntimero o la quinta parte de un niimero.

=
5%

d. Un tercio del doble de un niimero, menos el triple de otro,

b

1
“Un terr.:io”:g( )
“del doble de un niimero, menos el triple de otro™: ;—,(Zx - 3y).

e. Un niimero més su quintuplo.
“Unnimero™: x
“mds su quintuplo™: x + 5x.
Pasos para la resolucién de problemas de aplicacién.

a. Leer con atencién el problema y realizar un esquema que permita visualizar el
planteamiento de la ecuacidn.

b. Identificar la variable (x) en funcién de la cual se calcula el resto de las cantidades
desconocidas.

¢ Identificar qué igualdades se pueden establecer con base en lo que dice el pro-
blema.

d. Plantear la ecuacién de acuerdo con el esquema,
€. Resolverla para x.

f. Revisar cudl es la incdgnita que se solicita resolver,

® EJEMPLO

Pepe quiere comprar 10 piezas en una liquidacién de ropa. Los pantalones cuestan $300
cada uno y las camisas $80 cada una. ;Cudntos articulos de cada uno puede comprar
con $19007

Primero hacemos un esquema:
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En total quiere comprar 10 piezas,

10 Llamaremos x a las camisas,
camisas pantalones
X 10-x

Como Pepe quiere gastar $1900, entonces multiplicamos:

(cantidad de camisas)(precio) + (cantidad de pantalones)(precio) = gasto total
x(80) + (10 = x)(300) = 1900

De manera que generamos la siguiente ecuacion:

80x + 300(10 — x) = 1900
Resolvemos para x:

80x + 3000 — 300x = 1900
—220x = 1900 — 3000

 —1100
Y= "0

x=35

Finalmente, en el problema se pide determinar cufntas camisas y cudntos pantalones
puede comprar Pepe.
X =5 camisas

10 —x = 5 pantalones
@® EJEMPLO

Un soldador tarda ocho horas en realizar cierto trabajo. Otro soldador realiza la misma
labor en 24 horas, ;Cufinto tardarén los dos juntos en realizar el trabajo?

Esquema

Trabajo realizado en una hora
Primer soldador Segundo soldador
ld 1 l ! l 1l H
3 el trabajo 21 del trabajo
En una hora hace En una hora hace
una octava parte una veinticuatroava parte
del trabajo. del trabajo.

Si xes el nimero de horas requeridas para terminar el trabajo, entonces:
(parte del soldador 1 + parte del soldador 2) * (niimero de horas) = trabajo terminado

Juntos, ambos soldadores tardarian seis horas en concluir el trabajo.
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® EJEMPLO

Pedro obtuvo un 12% de aumento de sueldo, lo que significa que recibe $6300 més al
mes, ; Cudl era su sueldo anterior y cuil es el actual?

Sueldo anterior: x
Aumento: x(0,12) = 6300

Despejamos x:
x = 63;”
0.12
L 8300
012
x = 52500 Sueldo anterior
x = 58800 Sueldo actual
@® EJEMPLO

En un taxi la tarifa se obtiene tomando como base un valor fijo de $8.50 més $4.50 por
cada kilémetro recorrido, Si el taxista cobra $90, ;cuéintos kilémetros recorrié en ese

servicio?
Esquema
A/Tarifa\A
Valor fijo + 4.50 (kilémetros) = $90
Llamamos x a los kilometros.

Ecuacién; 8.50 + (4.50)x = 90

(4.50)x = 90 — 850

L 8150
450

x=1811 kilémetros

Ejercicios 8.5

L, Represente como expresion algebraica cada una de las si- 6. Eltriple de un niimero menos su quinta parte:
guientes expresiones,
1. Elcuadrado de la suma de dos niimeros:

7. El cuadrado de un nimero mds el doble producto de
ese niimero por otro:

2. Un quinto de un mimero més un medio de otro:

8. Un quinto de la diferencia de un niimero menos tres:
3. Elcuadrado de la tercera parte de la suma de dos
niimeros:

9. Elproducto de tres niimeros consecutivos:

4. Lamitad del cuadrado de la diferencia de dos niimeros:
II. Resuelva los siguientes problemas (utilice los pasos sugeri-

dos en esta seccion),

1. Un tiinel mide 1300 m y debe recorrerse a una velo-
cidad médxima de 70 km/h. ;Cudl es el tiempo minimo

5. Eltriple de la diferencia de un nlimero menos dos:
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7.

que puede emplearse en cruzar el tinel? Recuerde que
v=di.

Un vendedor inicia su dia con $200 en caja; vende jugos
a$12 y tortas a $24. 5i termina el dia con $980, ;cudntos
jugosy cudntas tortas vendid si se sabe que vendié cin-
¢0 jugos mds que tortas?

Ana, Laura y Maria compraron un juego de mesa, Si
Laura pagé la cuarta parte del costo, Ana la tercera
parte y Maria $100, ;cudnto costé el juego? ;Cudnto
pagd Ana? ; Cudnto pago Laura?

La suma de tres nlimeros consecutivos es 105, ; Cudles
son esos niimeros?

Tres nlimeros impares consecutivos suman 87, ; Cudles
son los niimeros?

Andy tiene el triple de 1a edad de su hermano y la cuar-
ta parte de la edad de su padre. ;Qué edad tiene cada
uno, si entre los tres suman 48 afios?

Hace seis afios el tio de Beto tenia el cuddruplo de su
edad. En 10 afios mds tendrd sélo el doble. Halle la
edad actual de ambos.

Para producir cierto producto se requieren tres mate-
rias primas diferentes. Se compran 25 unidades de la
primera, 32 de la segunda y 24 de la tercera pagando en
total $16900, Si la primera cuesta el triple de la tercera,
més $20, y la segunda cuesta el doble de 1a tercera, més
$ 8, jcudl es el costo de cada una?

9.

10.

14,

Reto

Un rectdngulo tiene un perimetro de 174 m, Si se sabe
que su largo es tres unidades més grande que su ancho,
icudles son las dimensiones del rectingulo?

Si el lado de un cuadrado se duplica, su perimetro au-
menta 12 ¢cm. ; Cudinto mide el lado del cuadrado origi-
nal?

El papd de Juan puede pintar una casa en cinco ho-
ras; su primo lo hace en seis horas y su hermano en 12,
{Cudntas horas tardardn en pintar la casa los tres fami-
liares de Juan juntos?

La cabeza de un cachorro pesa un tercio de su peso to-
tal; la cola, una duodécima parte y el resto del cuerpo
5 kg. ; Cuéinto pesa ¢l cachorro?

Qlaudia compré tres regalos para sus amigas y en total
gastd $500. Caleule el precio de cada regalo, si el pri-
mero vale el triple del segundo y el tercero el doble del
primero.

La entrada para una funcién benéfica de teatro se ven-
dié en $80 para los adultos y $60 para los nifios 5i se
recaudaron $11200 y el total de boletos vendidos fue
de 150, ;cudintos adultos y cudntos nifios asistieron?

“La mitad de mis alumnos estudia LIN, la cuarta parte estudia
LAE, la séptima parte 118 y tres m4s no sé qué estudian”, ; Coén-
tos alumnos tengo?



DESIGUALDADES

Y VALOR ABSOLUTO

9.1
9.2

9.3

Desigualdades

Desigualdades
compuestas

Valor absoluto

Introduccién

En muchas ocasiones no nos interesa encontrar valores exactos de cantidades sino ran-
gos o intervalos de valores para una cantidad. Decimos que la temperatura esté entre 30
y 40 °C, que el precio de un carro oscila entre los $200 000 y los $300 000, que el tiempo
que nos toma llegar al trabajo es de entre 15 y 20 minutos, que las ganancias de una
compafifa van a exceder el prondstico en dos millones de pesos este afio, 0 que el nivel
de tolerancia para un error en el didmetro de una méquina es menor a 0,003 pulgadas,
Decimos, también, que para jugar beisbol en una liga juvenil debes tener al menos 14
afios, que los elevadores de un edificio fueron construidos para soportar un peso méxi-
mo de 3 600 Ib o que el reglamento de un parque de diversiones sefiala que las personas
que deseen subirse a la montafia rusa deben medir no menos de 42 in, Para representar
como expresiones algebraicas todas estas cifras se requiere una notacién especifica.

9.1 Desigualdades

-8
La desigualdad utiliza los simbolos > (mayor que), < (menor que), = (mayor o igual
que) y < (menor o igual que). Estos son simbolos de desigualdad y se utilizan para
expresar rangos o intervalos de niimeros reales, Obsérvese que, para los simbolos de
desigualdad, la cantidad mayor queda siempre del lado hacia el cual abre el simbolo,
mientras que el vértice sefiala hacia la cantidad menor.

Por ejemplo:

Simbolismo  Representacién de niimeros reales
<3 X es “menor que” 3
=0 tes “mayor o igual que” 0

<y <5 X estd “entre 3 y 57

Muchas desigualdades pueden ser resueltas usando las mismas técnicas empleadas con
las ecuaciones, la diferencia entre ellas es el resultado,

Para ver tal diferencia comparamos ecuaciones y desigualdades que parecen simi-
lares al ser resueltas e interpretadas.

Ecuacién Desigualdad
dx+1=5 dx+1<5
dx=4 dy <4
xX= =]l

a9
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como expresiones algebraicas todas estas cifras se requiere una notacién especifica.

9.1 Desigualdades

-8
La desigualdad utiliza los simbolos > (mayor que), < (menor que), = (mayor o igual
que) y < (menor o igual que). Estos son simbolos de desigualdad y se utilizan para
expresar rangos o intervalos de niimeros reales, Obsérvese que, para los simbolos de
desigualdad, la cantidad mayor queda siempre del lado hacia el cual abre el simbolo,
mientras que el vértice sefiala hacia la cantidad menor.

Por ejemplo:

Simbolismo  Representacién de niimeros reales
<3 X es “menor que” 3
=0 tes “mayor o igual que” 0

<y <5 X estd “entre 3 y 57

Muchas desigualdades pueden ser resueltas usando las mismas técnicas empleadas con
las ecuaciones, la diferencia entre ellas es el resultado,

Para ver tal diferencia comparamos ecuaciones y desigualdades que parecen simi-
lares al ser resueltas e interpretadas.

Ecuacién Desigualdad
dx+1=5 dx+1<5
dx=4 dy <4
xX= =]l

a9
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En la solucidn de la ecuacidn, x es igual a 1, mientras que en la desigualdad esta
variable representa cualquier niimero real menor a 1,

Antes de resolver més desigualdades revisaremos la notacién y simbolismos. Exis-
ten dos formas de representar las soluciones de las desigualdades, ambas se aprecian en
la siguiente tabla junto con una representacion grifica en una linea de niimeros reales,
Observe que la variable de la notacién en la izquierda aparece en la representacion, En
la de la derecha, que se conoce como notacién de intervalo, la variable no aparece, El
simbolo +e se utiliza para representar el infinito positivo, mientras que el simbolo —e
representa el infinito negativo,

En la tabla no estd incluido el punto final de un intervalo, se utilizan paréntesis; en
la linea de mimeros reales ocupamos un circulo abierto, Cuando el punto final se inclu-
ye se utilizan corchetes y circulos rellenos,

x<b (_m;b) g
- e —,
X>a (a, +) a
x=<bh (=2, b] b '
—_
r=a [ﬂ, +w) a
a<x<bhb (a,b) —
a b
= | —_—
a b
a=x=h [a. B] a b

Nota: (a, b) se conoce como un intervalo abierto,
[a, b] se conoce como un intervalo cerrado,
(a,b] y [a,b) se conocen como intervalos semiabiertos,

Para resolver desigualdades es recomendable repasar las reglas generales.

Regla 1. Cualquier nimero real puede ser sumado o restado de ambos lados de una
desigualdad.

Regla 2. Ambos lados de una desigualdad pueden ser multiplicados o divididos por el
mismo niimero real positivo.

Regla 3. Siambos lados de una desigualdad son multiplicados o divididos por el mis-
mo niimero real negativo, entonces el sentido o direccion de la desigualdad
se invierte (es decir, “<”se convierte a “>"y viceversa),
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® EJEMPLO Resuelva las siguientes desigualdades e interprete los

resultados
a 3x—-8=7
b. 2x+6<5
Solucion:
3 —8=7 2x+6<5
3¥x=15 Regla1 2 < -1
X=5 Regla 2 x<—%

La solucién de la primera desigualdad es cualquier nlimero real mayor o igual a 5, mien-
tras que la solucién de la segunda desigualdad es cualquier niimero real menor a —%.
® EJEMPLO Resuelva la siguiente desigualdad y escriba la respuesta en
notacién de intervalo y en forma grafica
4-3x=<7
Solucion:
4-3xr=7
-3x=3
x=-1 Regla 3

La solucién en notacién de intervalo es: [-1, +s2).
En forma gréfica:

Una manera mds concisa de expresar la solucidn de una desigualdad es la notacion de
conjuntos: {x|x = — 1} el conjunto de todos los niimeros {x|xes mayor o igual a — 1),

® EJEMPLO Resuelva la siguiente desigualdad y escriba la respuesta en
notacién de intervalo y en forma grafica

6+ —1)>2
Solucion:
6+3(x—-1)>2
G —3 2
3x+3>2
=28 >3
x>=-=3

La solucién en notacién de intervalo es: (-3, +).
En forma gréfica;
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9.2 Desigualdades compuestas

Las desigualdades compuestas son aquellas unidas por las preposiciones “y” u “o”, por
ejemplo:

a)x+4>2 y x-5<7
b)x+8>3 0o x—-8<-3

El conjunto solucién de una desigualdad compuesta que tenga la conjuncién “y” estd
formado por la interseccidn de los conjuntos solucién de ambas desigualdades.
Por gjemplo, al determinar el conjunto solucién de la siguiente desigualdad com-

puesta:
x—-9>—-6 y 3Ix—-9<6
Resolver cada desigualdad:
x—-9>=-6 3x—9<6
3x>—-6+9 3x<6+9
3x =3 3x <15
=1 x<35

De acuerdo con lo anterior, x es mayor que 1 pero menor a 5. Esto lo podemos expresar
en forma de intervalo (1,5) o en forma gréfica:

También se pueden resolver juntas las dos desigualdades,
—-6<3x—9<6
—6+9%<3x<6+9
3<3x <15

3 15
35573

1<x<35

La expresion se lee: x es mayor que 1 y menor que 5.

La solucién de una desigualdad compuesta que tiene la conjuncién “o” es la unién
de los dos conjuntos solucidn de las desigualdades.

Encuentre los valores x tales que:

4 +6=10 0 dx +6=-10

Resolver cada desigualdad.
e +6=10 dr +6=-10
dr=10—-6 d4x=-10-6
4y =4 4y = —16
r=1 r=—4

El conjunto solucién de 4x + 6 =10 es [1, +] y el de 4x + 6 = —10 es (—2, —4]; por
consiguiente, el conjunto solucién de la desigualdad compuesta es la unién de ambos
intervalos, o sea: (—oc, —4] U [1, +0), su representacion gréfica es:

—0o -4 1 +0oo
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Al resolver una desigualdad no siempre encontramos una solucién. Es decir, puede su-
ceder que ninglin nimero haga verdadera la desigualdad, o bien, que todos los niimeros
reales la hagan verdadera. Observe los siguientes ejemplos.

® EJEMPLO

2 2
—_—ytd T —=
3,:: 7 3,::

Solucion:

2 2
—_——yt+=r>T7 -4
3,:: 3x 7

0=3
Fsta expresion es falsa, entonces, la desigualdad no tiene solucién y se representa como
&, conjunto vacio, 0 como:
una grifica «——— sin puntos,
® EJEMPLO 2
32+ D +Tx<x+5
Solucion:
—6x—1+Tx<x+5
— -+ —r i+l
0<6

Esta expresién es verdadera, entonces el conjunto solucién de la desigualdad es el con-
junto de los niimeros reales (—c, +), La grifica de este conjunto contiene todos los
puntos de la recta:

A
Y

@® EJEMPLO
x+15x—2
3 3
Solucion:
r+1=x-2

r—gme—g =]
0=-3
Esta expresion se lee: () es menor o igual a —3 y es verdadera porque cumple una de
las dos condiciones pues 0 es menor o igual a —3. Entonces, el conjunto solucién es el

de todos los niimeros reales; en forma de intervalo se representa (—c, +o) y, en forma
grifica:

Ejercicios 9.1

Determine el conjunto solucién de las siguientes desigualdades 4 5+3x-1)>2
lingales y represéntelo; a) en forma de intervalo y b) en forma 5 x+2=0
P
e 6. 2x—1=0
—5=2
b 7. T+2x>3
2 x+6<5 x 1.3
A 4-5x=7 &3—3=:'.2+4
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9 I-T7T=2 23, 20 =<30—5x <20
10, 5x—1=14 24, 4<x+3=12
1L —4-3x=2 28, _35§55
12 15— 4 =21
1B 5c—1)—20—-3)=13 26. §+%>3‘;4
4, B-2x—3)<2+x % l—Zx{S—
15, 2.x+1<:x+-% 3 6
O

16, x—4=3x+4 &3t
17, 6x—3(x+1)>0 2. %_g{:3—64x
18, 2(x —3) =3¢ 3
19, —16=5x —6=10 30. 2‘5’*127;2‘
20, 21<3(5— ) <39 " ’
S i A 31 —62-1x) +ar> a1 )
2, 3=%-5=-3 32, br—3=2—3

9.3 Valor absoluto

LN ]
El valor absoluto de un niimero es el valor positivo de dicho niimero. Se denota con dos
barras verticales.
Por ejemplo:
[=5]=5
I5I=5

El valor absoluto esté relacionado con el concepto de distancia,

Observe la siguiente recta numérica, Note que la distancia que hay entre 0 y Ses la
misma que existe entre () y —5, Asi, el valor absoluto de un niimero real es la distancia
entre ese niimero y el cero en la recta numérica.

A
Y

T T

-3 0 5

Propiedades del valor absoluto

Para todo nimero real x y v:
i) f=]-d=x
i) |x|=0,siys6losix =0
iti) | [yl =lx -yl
: X
v = |—
) Bl-[5

v) B+ =l 4yl

Ecuaciones con valor absoluto

En esta seccidén resolveremos ecuaciones con valor absoluto aplicando sus propiedades.



Ejercicios 9.2

Resuelva los siguientes ejercicios:

ox+1
4

—3

1.

g

2,

[l ‘

|8
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® EJEMPLO
[3x =1 =5
Por la propiedad i), para que el valor absoluto de la expresion sea 5, puede ser que:
3x—1=5 o bien, 3x—-1=-5
Entonces, resolvemos ambas ecuaciones,
3x—1=5 x—-1=-5
Ix=5+1 Ikk=-5+1
= g =2 x= ?4
Las soluciones para la ecuacion son: {2, _T]
@ EJEMPLO Resuelva
[3x=2]=13

Primero elimine las barras de valor absoluto, considerando que sin ellas la expresion
puede ser positiva o negativa,

[3x — 2| =13
3x—2=13 Ix—-2=-13
3x=13+2 Ix=-13+2
_5_ Wiz
x—3 5 x 3

=11
Las soluciones para la ecuacitn son: {5, T]
@® EJEMPLO Resuelva

X
2-={=2
b3

T,

X X
2—-2=2 2—Z=-=2

5 5

X X
—2=2-2 —Z==2-7
5 5

x=0(-5) x=(-9(-5
x=0 =20

Las soluciones para la ecuacién son: {0, 20}.

4—x‘_
4.| 3 3

x

_24
s 3
6 [3x—2/+4=0
7 |2x—2=5

2
8. |E+4r|=lﬂ
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9, [8x—15+4|=12

10, |2—5?"|=1
1L 3-5x=2
12 |26 8| =3
13, [Tx—3|=5
14 |1-2|=4
1 5 -

16, |-7x +16| +8=3

17, 2|-10x — 13| =12
18, 3|5x—11|-1=4
19, [Tx—3|=5

5 B B BB R R B
R
+

8

Desigualdades con valor absoluto

Recuerde que el valor absoluto es la distancia entre un punto en la recta y cero. Para
determinar los valores de x que hacen posible tener una distancia menor o mayor a un
valor especifico, se puede emplear una desigualdad,

Propiedades

Para todo mimero real x se cumple que:

Si el valor absoluto de x es menor que un niimero real &, 1a solucién en la recta nu-
mérica estard representada por el intervalo (—g < x < a).

“Si |x| < a,entonces —a < x < a”

Gréaficamente:

J ]

—a a

Sielvalor absoluto de xes mayor que un niimero real @, 1a solucién en la recta numé-
rica estard representada por la unidn de los intervalos: x > ay x < —a.

“Si x| > a,entonces x < —ao0x > a”
Grificamente:

En ninguno de los casos anteriores las soluciones incluyen el nimero a ni -a, puesto
que las desigualdades no contienen la igualdad. Cuando las desigualdades contengan la
igualdad, la solucién incluird los valores a y -a.

® EJEMPLO
[2x + 5| <7 Como el valor absoluto es menor que, aplicamos la propiedad respectiva.
|Zx +5]<7 = =T<2x+5<7
= —12<2x<2
= =6<x<l1
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Restamos 5 en los tres términos y después dividimaos entre 2 a dichos tres términos,

El conjunto solucién resulta: (—6, 1). El intervalo es abierto ya que las desigualda-
des no incluyen la igualdad. Esto significa que todos los valores entre —6 y 1 satisfacen
la ecuacidn,

Gréaficamente:

® EJEMPLO
I3Bx+2| =1
Como el valor absoluto es mayor que, primero separamos en dos desigualdades de
acuerdo con la propiedad correspondiente.
[Bx+2]=1 = 3x+2=1 x+2=-1
= Jx=-1 x=-3
= X= —%— r=-1
Despejamos x de ambas desigualdades. El conjunto solucién serd la unién de los inter-
valos encontrados.
Parax = —";; tenemos [—%, %)y para x = —1 tenemos (—%, —1],
La unién de estos dos intervalos, (—o, —1] U [—%, ), es la respuesta a nuestro
problema, Los intervalos son semiabiertos ya que las desigualdades contienen igualdad,

Grificamente:

—ca -1 —-1/3 e

En algunas desigualdades con valor absoluto se presentan casos especiales, de manera
que antes de resolver cualquier desigualdad con valor absoluto hay que analizar si es
posible su solucién,

® EJEMPLO
6x—35 . . .
3 <0 Netiene solucién porque un valor absoluto no puede ser negativo,
® EJEMPLO
6x —5 :
=g < —4 No hay solucion porque un valor absoluto no puede ser menor a —4,
que es un niimero negativo,
® EJEMPLO
6x—5
> =2
]

Este problema sf tiene solucién pues aunque el valor absoluto no puede ser, por ejem-
plo, —1, si puede asumir valores positivos o incluso el 0, puesto que tales valores son
mayores que —2.

|ﬁx—5

b
]
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Ejercicios 9.3

Resuelva los siguientes ejercicios.

L

2,

7.

10.

& kR

5—4x‘
2 =9

x
32|€16

|§
|
—_
W
L

¥R
+ w

=3
4

3..1’—5‘}

===

IV

1
2
1
2

x—S‘ 1
5 153
|7x + 16| = 8
|-10x — 13| <3

|sx—11| > -4

Capitulo 9 Desigualdades y valor absoluto

Eliminamos las barras de valor absoluto,

Gx—5

> =2 <2
3 & TR
6x —5> -6 bx —5<6
6x>—6+35 6r<6+5
% G
6 6
_ . 1 11
El conjunto solucién es: =5 U ~ g I
17, |x+5/ >3
18, [8x—3|<6
A
2L |3x—4|=<0
22, [3x|=8
23 |x—4/=9
A, [Zx-7>1
25, |-12-3x|<6
5
26, |-2~x—3|-=:0
27, |-5x| <4
28 [7x+2|>0
29, [17x—3|= -3
30, [3x-5|=4
L 2=9% =5
3
5+4x|_2
32, 3 >9
23| .35
B |57 =3
M |x-7=7
35 |5x—2|<4
3. |x+5=4-8
4 5
3. [3r+3=



SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES Y NO LINEALES

10.1 Sistema de ecuaciones lineales

10.1 Sistema de ecuaciones
lineales

10.2 Sistemas lineales con tres
variables

10.3 Sistemas de ecuaciones no
lineales

Introduccion

Antes de definir lo que es un sistema de ecuaciones lineales hay que recordar qué es una
ecuacidn lineal, Estas son de la forma:

ax+by=c

Donde a, b y ¢ son elementos del conjunto de los nlimeros reales (R) y, ademds, ay b
son diferentes de 0. Recuerde que la grifica de una ecuacidn lineal es una linea recta.
Si observamos la ecuacion lineal ax + by = ces claro que tenemos dos incégnitas (va-
riables) para las que existe un nlimero infinito de soluciones, Al introducir otra o varias
ecuaciones de la misma forma lineal podemos encontrar una solucién al sistema,

Definicion: un sistema de ecuaciones lineales estd conformado por dos ecuaciones li-
neales de la siguiente forma:
ax+by=c¢

ax+hy=c,
donde los coeficientes de cada ecuacion son elementos del conjunto de los niimeros
reales,
Hay que tomar en cuenta que en el sistema, x y y representan lo mismo en las dos
ecuaciones y son los valores que interesa encontrar,
En la solucién de un sistema de ecuaciones lineales se puede presentar una de las
siguientes situaciones:
a. Tener una solucién tinica,
Cuando las pendientes de las ecuaciones son diferentes.
b. Hallar un niimero infinito de soluciones.

Cuando tanto las pendientes de las ecuaciones como las intersecciones
con el eje y son iguales.
¢ Que no exista solucién,

Cuando las pendientes de las ecuaciones son iguales pero la interseccién
con el eje es diferente.

Existen diferentes métodos para solucionar un sistema de ecuaciones, a saber:

a. Grifico.
b. Suma y resta (también llamado reduccién).

¢ Sustitucién,
101
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Figura 10.1 Sistema consistente
solucién Gnica en (1, 5).

Método grafico

El método grifico para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales consiste en repre-
sentar ambas rectas en los ejes cartesianos y probar sise cortan. Esto se logra tabulando
o utilizando la pendiente y la interseccién con el eje y.

Forma tabular

La forma tabular consiste en despejar primero la variable y, dar valores a x (al menos
dos) y asi encontrar el valor de y. Este proceso se realiza para las dos ecuaciones,

Ya que se cuenta con los valores se procede a graficar en un plano cartesiano con
una escala en cada eje x y de acuerdo con los valores encontrados (es decir, que los
abarque). Después de graficar se puede llegar a las siguientes conclusiones; si las dos
rectas se cortan en un punto, la soluci6n es tinica y los sistemas son consistentes en las
coordenadas (x, ¥);silas rectas no tienen ningiin punto en comiin (son paralelas), no hay
solucién porque no hay puntos que satisfagan a ninguna de las dos ecuaciones al mismo
tdempo, por lo que este sistema es inconsistente. Por tltimo, si las rectas coinciden en
todos sus puntos y la gréfica es una sola recta, entonces todos los puntos son solucién,
de modo que existe un niimero infinito de soluciones para este sistema de ecuaciones
lamado dependiente.

Figura 10.2 Sistema inconsistente no Figura 10.3 Sistema independiente
tiene solucién. ndmero infinito de soluciones.

En el siguiente ejemplo se ilustra el método grifico.
® EJEMPLO
2x+y=3
3x+2y=1
Solucion: hay que graficar cada una de las ecuaciones descritas en el sistema de ecua-
ciones, ya sea de forma tabular o utilizando la pendiente y la interseccién con el eje y.
Si se elige la forma tabular le damos valor a x para encontrar los valores de y, Para
esto, primero debemos despejar y en ambas ecuaciones.
Despejando y en la primera ecuacién:
Ty =13
y=3-—-2
En este caso la pendiente es —2 y la interseccidén con el eje yseria 3.
Despejando y en la segunda ecuacién:
x+2y=1
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y=1-3x
_J—i3x
=T
Esta ecuacidn se puede reescribir de la siguiente manera;
1 3
y=o5-73*

3 1
Aqui la pendiente es Y la interseccidn con el eje yes 7

103

3
La pendiente e interseccion de las ecuaciones es —2 para la primera y —5 para

la segunda; las pendientes son diferentes, por lo que obtendremos una solucién tinica,

1 3
Teniendo las dos ecuaciones despejadas: y =3 — 2x,y = 5T asignamos

valores a x.

x y=3-2%
0 3

1

2 =1

3 =3

4 -5

5 =T

1 3

X ¥= i = i.t
0 0.5

1 il

2 -2.5
3 —4

4 S0
5 =1

Graficando los puntos anteriores obtenemos:

—10
—12

Figura 10.4
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En la grifica se aprecia que el punto de interseccién de las dos rectas es (5, —7). Este es
el tinico punto que satisface al sistema de ecuaciones,
Entonces, la solucién tinica para el problemaes x =5,y = =7,

Método de suma y resta

Para aplicar este método se debe considerar que:
a. Los coeficientes de la variable que se quiere eliminar sean iguales,
b. Los signos de los niimeros de las variables a eliminar sean diferentes.

® EJEMPLO
Sx+2y=8

3x+ 3y =10

Solucion: para tratar de eliminar una de las variables o incégnitas primero hay que
decidir cuél. En este caso eliminaremos y, asi que observamos sus coeficientes,

Para la primera ecuacion, 5x + 2y = 8, el coeficiente de v es 2
Para la segunda ecuacién, 3x + 3y = 10, el coeficiente de yes 3
Una vez identificados estos coeficientes multiplicamos la ecuacion:
3-(5x+2y=8) = 15x+6v=24
2-3x+3y=10) - 6x+6y=20
Si restamos las ecuaciones resultantes reducimos el sistema de la siguiente forma:
15x + 6y =24

T 6x+ 6y =20
9x+0y= 4

Trabajando sélo con:
Ix+0v=4
Podemos obtener el valor de x despejando:
9x =4

i
9

Ahora este valor lo sustituimos en cualquiera de la ecuaciones originales para obtener
el valor de ydespejando:

3x+3v =10

4
3(§)+3}=—10

12
'a'—+3].’—*10
12
3}’=10—?
% 1
=93
78
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Para obtener la fraccién multiplicamos extremos por extremos y medios por medios:

78

9

3}-1

1
_1m-1
*=9.3
_18

Y= 27

4 7
La solucidn de nuestro problema es: x = Y= % y se trata de una solucién tinica.
Método de sustitucion

El método de sustitucién consiste en despejar una variable de alguna de las ecuaciones
y sustituirla en la ecuacién faltante, Asf se halla el valor de esa variable que, a su vez, se
sustituye en la ecuacién original (con la que inicia el proceso) para encontrar el valor
de la variable faltante.

Analice un ejemplo que ilustra este método.

® EJEMPLO
2y + 4y =18

26+ 5y =11

Solucion: hay que despejar una variable de alguna de las ecuaciones, en este caso x de
la primera ecuacién,
2x + 4y =18

2y=18 — 4y
Lo 18-4y

Esto se simplifica asi:

x=9-2y
Ahora podemos sustituir este valor x = 9 — 2y en la ecuacién que no hemos trabajado:
2x+ 5y =11
2(9 — 2y) + 5y =11
18 — 4y + 5y = 11
Sumamos términos comunes —4y + 5y

B+y=11
Y despejamos y:

18+y=11
y=11-18
i
v
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Ahora sustituimos el valor y =—=7en x = 9 — 2y, que es el despeje de x, en la primera

ecuacion

x=9-2y

x=9-2(-7

x=9+14

x=123
Entonces la solucién nica para el sistema de ecuaciones es x = 23,y = —7 que es una
solucidn tnica.

Como identificar infinitas soluciones o que no existe solucion

Al ejemplificar los métodos de solucién trabajamos con sistemas de ecuaciones que te-
nfan una solucién tinica o no tenfan solucién, En esta seccién mostraremos las distintas
formas de identificar ambas situaciones,

a. 8i una ecuacién es miiltiplo de la otra se tienen infinitas soluciones,

Esto se comprueba si, al multiplicar alguna de ellas por cierto valor, se obtiene la otra.

® EJEMPLO
x+3v=35
3x+9y =15
Solucion: obsérvese que al multiplicar la primera ecuacién por 3 obtenemos la segunda
ecuacion:
3-(x+3y=3)
3-x+3-3y=3-5
3x+9y =15

Entonces, la solucién al sistema de ecuaciones son todos los puntos en la recta.
x+3y=35
b. Dar a cada una de las ecuaciones la forma pendiente, es decir: y = ax + b,

Si las pendientes (a) y las intersecciones con el eje y (b) son iguales, hay infinidad de

soluciones.
® EJEMPLO
2x—4dy =4
4y —8y =28
Solucion: damos la forma pendiente a cada ecuacion.
2r—4y=4
—dy =4 —2x
_4-2x
S —
Simplificamos la ecuacién:
4
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De la primera ecuacién: y = %} —1

4y —8y =38
~8y =8 —dx
y=2 :;'r
simplificamos la ecuacién;
yul ot

de la segunda ecuacién: y = % b |

Las dos ecuaciones son iguales pues sus pendientes e intersecciones son idénti-

cas. Entonces, la solucién al sistema de ecuaciones son todos los puntos en la recta:
_ L
y=-5 .

Si las pendientes (a) v las intersecciones con el eje y (b) son diferentes, no existe solu-
cidn para el sisterna de ecuaciones.

@ EJEMPLO
18x — 6y =15
24x — 8y =21
Solucion: damos la forma pendiente a cada ecuacidn.
18x — 6y =15
—6y =15 — 18x
15 —18x
AT
Simplificamos la ecuacién
15  —18x
= —— s ——
¥=267 -6
y= —165— + 3x
, . 15
De la primera ecuacién: y = 3x — T
24x — 8y =21
—8y =21 — 24x
21 —24x
ITT8
simplificamos:
21 | —24x
= — —
¥=8" -8
y= __281 + 3x
; 21
de la segunda ecuacién: y = 3x — 3

En las dos ecuaciones las pendientes son iguales y las intersecciones diferentes,
entonces el sistema no tiene solucién,
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Ejercicios 10.1

1

7.

10.

14,

17,

x—y=2
2x+3y=5
x+dy=7
2x+ 3y =4
xx—3y=9
Ix+dy=5
Ix+2y=0
x+Hy=11
9+ Ty=0
Sx—9%=0
2y —1ly =4
dx+ Ty =8
Ix+y=35
bx+2y=7
dy -2y =4
x—y=12
x—6y=2
x—3y=3
Tx+2y=1
Ax+6y=3
dx + By = 10
x+3y=27
Ix—2y=12
Tx+ 2y =8
x+ 5y=-10
—Sx+y=24
Ix+ 5 =15
6x + 10y = -5
Ix—5S =15

5
+=y=
x3y5

w+ Bv=4
15w+ 10v = —10
6a—2b =18
—3a+b=-9
dm+én=2
6—9n =15
xx+y=6
y=x+3

27,

29,

32

b—2c=0
—3b+6c=8
3A—RB==3
SA+3B=-19
2z —3=9
z+2a=-13
x=3y=-11

2 +35y=11
x+y=4
x—2y=3

1y +2y=1

Ox —3y=24
x+y=0
Ix+y=12
y=3x—-3

bx =8+ 3y
Im=2
y=—-T-2m

1

F—y=-3
—x—2y=6
y=2Zxr—1

6x —3y=-1
x+3y=2y -2
Ix+2y=2x+2
—3v=1-3u
dv =Tu—2

0.2x — 0.5y = 0.07
0.8x — 0.03y = 0.79
0.5v + 0.2w = 0.54
0.3y — 0.6w =0.18

2y

32
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10.2 Sistemas lineales con tres variables

Ahora vamos a estudiar los sistemas de la forma:

ax+bytey=d

ax+ by+cy=d,

ax+bytcy=d,
El procedimiento que se sigue para resolver tal sistema es el método de suma y resta el
cual se utiliza dos veces, Estos son los pasos a seguir:

a. Tomar dos ecuaciones y eliminar una variable con el método de suma y resta.
b. Tomar otras dos ecuaciones y eliminar la misma variable que fue eliminada en el
paso anterior,
¢ Con las ecuaciones que resultan de los pasos a y b tenemos un sistema de ecuacio-
nes lineales con dos incOgnitas de la forma:
axtby=c

ax+hby=c,
que puede ser resuelto con algunos de los métodos vistos con anterioridad.
d. Después de resolver el sistema del paso c, sustituimos los valores en una de las
ecuaciones iniciales y obtenemos el valor de la variable faltante.

® EJEMPLO

2x+y—z=5 81}
x—2y—22=4 2)
3x+4y+3z=3 3)

Solucion: eliminamos con el método de suma y resta la variable x en las ecuaciones
ly2,

M
20x—2y—2z=4)
_2x+ y— z=3
2x—4y—4z =38

Ox +5y+3z=-3

Ahora ejecutamos los pasos 2 y 3, también con la misma variable x.

Yx-2y-2z=4)
3x+dy+3z=3

_3x— 6y—6z=12
Ix+ 4y+3z=3
O —10y -9z =9

Con las dos ecuaciones resultantes;

Sy+3z=-3
—10y —9z=9
Aplicamos otra vez el método de suma y resta para encontrar el valor de:
2(5y +3z = -3)
—-10x — 9z =9
N 10y + 6z =-6
-10y+ 9z =9
Oy + 15z =3
15 =3
P I |
15 75
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Con esto encontramos el valor de y sustituyendo en 10y — 6z = —6.

10y—6&)=—6

—10y—%=—6
—10y=—6+%
~30 + 6

—-24

- are

-2

YT o
_u_12
50 25

1 12 s
Ahora que ya tenemos tanto el valor de z = 5 como elde y = > los sustituimos en

alguna de las ecuaciones iniciales para obtener el valor que falta, x.

12 1
+— ==
2t 5= (5) =

Entonces, la solucién del problema es: x = 22%, y= —12;—,7, = %
Ademids del método antes mencionado podemos resolver este tipo de sistemas con
tres variables:

ax+byt+tecz=d
a,x+by+tcz=d,
azx +by+c,z =d,
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mediante el método de Cramer, que es una regla que emplea determinantes, mismos
que explicaremos a continuacién,

Existen diversos procedimientos para calcular el determinante de una matriz, pero
en virtud de que se trata de un tema muy amplio esta seccién sélo se enfocard en el
método de lluvia. El determinante se simboliza como: [matriz|.

a b ¢
a b, ¢
a; by ¢

Repetimos nuevamente las dos primeras columnas y las ponemos al final, justo como
se ilustra:

@ b cla b
@ b, ¢|a b
@ by c;la; by

Marcamos lineas paralelas a la diagonal principal, que es la formada por los coeficientes
a, b,y ¢,y en contra;

a, by e | b
a; by e ey by

Multiplicamos los coeficientes que estdn en cada diagonal; sumamos los que van de
izquierda a derecha y restamos los que van de derecha a izquierda.

aleCS + blc2a3 + ¢a.by —eba; — ac.b; — biay,

ay_ bt\.,-—ﬁiijr"i b,

Entonces, el determinante es:
a b ¢
a, b, ¢|=abe,+beca+ caby —eba, —ach, —bac,

a by o

@ EJEMPLO
1 4 3
-1 2 4
8 —3 1

Aplicando el método de lluvia el determinante quedaria:

1 4 3
-1 2 4|{=+2+80+9-30—-(-12)—(—4)
5 -3 1
=+2+80+9-30+12+4
=77
Entonces:
1 4 3
-1 2 4|="77
5 -3 1
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Después de haber definido el determinante continuaremos con la definicién de la regla
de Cramer,

Regla de Cramer
ax +by+ ez =d
ax+by+cz=d

a;x +by+ ¢,z =d,
Para resolver este sistema necesitamos el determinante que simbolizamos de la siguien-

e manera;
a b ¢
A=la, b, ¢
a by

Definido esto podemos encontrar el valor de x, y y z:

d b ¢

d, b, ¢

d b c

i 8 3 3
A

a d ¢

az dz CZ

e a, d; ¢
A

ﬂ]. IE’l dl

a, b, d,

_la; by ds
? A

® EJEMPLO
A=y =l

x=3y+2z=1
2x—1ly+3z =2

Solucian: obtenemos el determinante del sistema con el método de lluvia,

1 -8 2
A=|1 -3 2
2 -11 3
1 =8 ]I =4
A=|1 -3 2|1 -3
2 =11 3| 2 1
1 -8 2
A=|1 =3 2|=4+(1X-3X3)+(-8X2xXx2)+(2xX1x-11)
2 -11 3
—2X=3Xx2)—(1X2X-11)—(-8X1X3)=-5
1 -8 2
A=|1 -3 2(=-5
2 =11 3
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Ahora establecemos los determinantes para encontrar los valoresde x, y v

dl bl Cl

d, b, ¢

d, b ¢

P 3 3
A

Aplicamos nuevamente el método de lluvia.

-1 -8 2|-1 2
1 -3 2|1 1
2 Al F )| 2 #3
-1 -8 2
1 -3 1{=4+(-1Xx-3X2)+(-8x2Xx2)+(2x1x3)
2 -11 3
—2X-3X2)-(1x2x-11)-(2X1x3)=-31
-1 -8 2
1 -3 1{=-31
2 =11 3
Entonces:
dIl bl Cl
dz bz CZ
I L e 1
* A —5 5
Ahora encontramos el valor de y:
ﬂ1 dl Cl
a d, ¢
a; d; ¢,

= =2

’_‘ﬂ

o

|

—_
[

B
b
Q‘Nﬁ.ﬁ.
o0
Il

[
[
(5]

Aplicamos nuevamente el método de luvia.

1 -1 2|1 -1

T 1 2|1 1
2 2 3|2 2
1 -1 2
1 1 2|=+(1X1XP+(-1X2X2)+2X1X2)
2 2 3
—2X1X2)-(1X2%x2)—-(-1X1x3)=-2
1 =1 2
1 1 2|==2
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Entonces:

Ahora encontramos el valor de £

a d; ¢
a, d, ¢
1% 4 G -5 3
= A T=8 &
al bl dl
a b, 4
- a by dy
A
e, b d| |1 -8 -1
a, b, dj=[1 -3 1
e, b, d |2 -11 2

Aplicamos nuevamente el método de luvia.

1 -8
1 -3
2 =11
1 -8
1 =3
2 -11
1 -8
1 =3
2 -11
Entonces;

Ejercicios 10.2

L Resuelva los ejercicios del 1 al 7 por el método de suma y

resta,y del 8 al 13 por la regla de Cramer.
L —2x =2
x— gyl
—x+ 2 +3z=-T7
2, 2y+z=-4
=3y +2z=9

-1(1 -8
1|1 -3
212 —11

-1

ll=+(1 X -=3x2)+(-8x1x2+(-1x1x-11)

—(-1xX=-3x2)-(1X2Xx-11)—-(-8x1x2)=11

1l=11
2
a b d
a, b, d,
g b, d, 11
® A -5
2 1
5,2 5
3 dy—z=-13
Iy+2z=4
6x —5y—2z=10
4, 2x+z=-5
x—3z=-6

dx+2y—z=-9

5 x—3Iytz=4

—x+dy—dz =1
xx—y+5z=-3
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Entonces:

Ahora encontramos el valor de £

a d; ¢
a, d, ¢
1% 4 G -5 3
= A T=8 &
al bl dl
a b, 4
- a by dy
A
e, b d| |1 -8 -1
a, b, dj=[1 -3 1
e, b, d |2 -11 2

Aplicamos nuevamente el método de luvia.

1 -8
1 -3
2 =11
1 -8
1 =3
2 -11
1 -8
1 =3
2 -11
Entonces;

Ejercicios 10.2

L Resuelva los ejercicios del 1 al 7 por el método de suma y

resta,y del 8 al 13 por la regla de Cramer.
L —2x =2
x— gyl
—x+ 2 +3z=-T7
2, 2y+z=-4
=3y +2z=9

-1(1 -8
1|1 -3
212 —11

-1

ll=+(1 X -=3x2)+(-8x1x2+(-1x1x-11)

—(-1xX=-3x2)-(1X2Xx-11)—-(-8x1x2)=11

1l=11
2
a b d
a, b, d,
g b, d, 11
® A -5
2 1
5,2 5
3 dy—z=-13
Iy+2z=4
6x —5y—2z=10
4, 2x+z=-5
x—3z=-6

dx+2y—z=-9

5 x—3Iytz=4

—x+dy—dz =1
xx—y+5z=-3



1.

Ix+dy+3z=6
x—3y+2z=-7
—X4 2y =g =]
Ix—2y+3z=11
2+ 3y —2r==5
x+dy-zg=-3
2x—3y+3z=-15
+2y—Sz=19
Sx —dy-2z=-12
x—2y—4z=-8
dx+3y —5z=-5
6x — 5y + 2z =—17
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10, 5x —3y+2z=-1
2x+dy—3z=-9

dx — 2y + 5z=13
1L dx —2y+3z=0

Ix—5S5y—2z=-12

x +dy—3z=—4
12, —x+2y—z=—4
dr+y—2z=1
xty—z=1

10.3 Sistemas de ecuaciones no lineales

a. Elsistema de ecuaciones puede contener una ecuacion lineal y otra no lineal. Lo
que se hace en este tipo de sistema es despejar alguna de las variables y sustituirla
en la ecuacion restante,

@ EJEMPLO
2x+y=10
4’ +y* =16
Solucion: empezamos despejando una de las variables, la y de la primera ecuacion.
2x+y=10
y=10—-2x
Ahora sustituimos y = 10 — Zxen la segunda ecuacién:
42 +y?=16
4 + (10 - 2x)>= 16
Aqui necesitamos desarrollar el binomio al cuadrado:
4 + (10 - 2xP2 =16
4x? + 100 — 40x + 4x? = 16
Sumamos términos semejantes:
8x2 + 100 — 40x = 16
Ponemos la ecuacién de la forma ax® + bx + ¢ =0
8x2 — 40x +100-16 =0
812 —40x + 84 =0
Obtenemos el mdximo factor comn,
82 —40x +84 =0
que es 4,
4242 =10x +21) =0
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Resolvemos la ecuacidn cuadratica con la férmula general:
~b + Vb —dac
X= %

En nuestro problema:
(2¢2 —10x +21) =0
a=2 b=-10 c=21

e —(—10) = V(—10)% — 4(2)(21)
2(2)
10 £ V100 — 8(21)
4
10 £ V100 — 168
*= 4
_10-Vi2
S T

x=

Simplificando la expresién:

10 £ V12
4

10 = V4(3)

4

10 = 2V (3)
4

_ 25 = V3)
-0
(5 =V3)

2

5-V3 5+V3
S S SR

Ahora estos resultados los sustituimos en la ecuacion lineal:
y=10—-2x

¥ 1'3_2(5 _zﬂ) Y= 10_2(5 ?ﬁ)

y,=10-(5-V3) y,=10 - (5 + V3
y,=10-5+V3 y,=10-5-V3
y,=5+V3 ¥,=5—V3

Las soluciones de nuestro sistema de ecuaciones son:

5-V3
H="" y1=5+’v’§

5+V3
A= )

}’2=5_\'@
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b. Elsistema de ecuaciones puede contener dos ecuaciones no lineales. En tal caso se
puede usar el método de sustitucion o el de suma y resta, como se ilustra enseguida,
® EJEMPLO
L+yi=
H?-x'=4
Solucién: aplicamos el método de suma y resta.

324+ =4
-2+ 4y’ =4
0® + 55* =8

Despejamos y:

Entonces tenemos:

{8 {8
== [— P SR
yl 5 yz 5

Sustituimos en una de 1as ecuaciones iniciales;

2+yr=4
Para:

Sustituimos;
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€n:

Obtenemos las primeras soluciones:

/8 12
}J2= — —5 x2=+ —5
3 12
}Ja= — E xd.=_ ?

Ahora tenemos todas las soluciones del sistema de ecuaciones original:

I Y Ny
¥ 5 1 5 Y3 5 3 5
12 12

y2=_1f£ S T ey J"a=_\/E X =~y 2
5 5 5 5

-2

Ejercicios 10.3

L 2x—y=6 Y =dx
Y=x 9. X¥+y =4

L xt+ty=12 P —xt=4
R 0. -y =5

3 x+y=4 9x? + 16y = 145
Y tax=0 1L 42+ 92 =36

4 3x—y—8=0 Ox2 + 4y2 = 36
2+y —dx-6y+8=0 12, 2+47=16

5 2x—3=35 24y =9
2+ 3 =5 13, 2+ =16

6. x—y+2=0 9x? + 16y* = 144
P2 —8c=0 4 x2+)y2=2

T. x+y=35 W —x2=4
gty 15 2+y =1

£ Zx—y+2=0 2—y=4



17.

X+yr=1
X2+yr=4
dx? + y2 =15
x+y=7
2 —yt=1
x+ty=2
artyt=25
=—4

¥+ =169
x==12
y=2
x=y—l

2
82 —y* =16
y=x
2t 4r=32
x+2y=0
202 — 3y =25
x+y=0
¥=2y+3
x=y+3

3L

32,

Ejercicios

®+y2=16
y¥=4-x

119



FUNCIONES Y GRAFICAS

A

11.1 Funciones
11.2 Funciones especiales

11.3 Combinaciones de
funciones

11.4 Funciones inversas

11.5 Gréficas en coordenadas
rectangulares

11.6 Simetria
11.7 Traslaciones y reflexiones

11.8 Repaso

uponga que un hombre de 180 libras bebe cuatro cervezas, una tras otra. Se sabe
que su concentracién de alcohol en la sangre, CAS, primero se elevard y después
disminuird y regresari en forma paulatina hasta cero. Pero, jcuil es la mejor ma-
nera de describir qué tan ripido se eleva la CAS, en dénde alcanza su punto méximo y
qué tan répido disminuye de nuevo?
Si se obtienen los valores medidos de la CAS para este bebedor en particular, pue-
den mostrarse en una tabla, como sigue:

Tiempo (h) 1 2 3 4 5 6
CAS(%) 0.0820 0.0668 0.0516 0.0364 0.0212 0.0060

Sin embargo, una tabla s6lo puede mostrar un nimero limitado de valores y en realidad
no proporciona la imagen global.

En lugar de lo anterior, podria relacionarse la CAS con el tiempo ¢ utilizando una
combinacién de ecuaciones lineales y cuadriticas:

CAS = —0.1025F + 0.1844¢ sit=097

CAS = —0.0152¢ + 0.0972 sit=097

Sin embargo, como con la tabla, después de ver las ecuaciones resulta dificil entender de
inmediato lo que sucede con la CAS a lo largo del tiempo,

Quizi la mejor descripcidn de los cambios en la CAS a través del tiempo es una
grifica como la de la izquierda. Aqui se observa con facilidad qué es lo que sucede. La
concentracién de alcohol en la sangre asciende rdpidamente, alcanza un méximo de
0.083% después de una hora aproximadamente, y luego desciende de manera gradual
durante las siguientes cinco horas y media. Observe que por més de tres horas la CAS
de este bebedor estd por arriba de 0.05%, el punto en el que, por lo regular, las habilidades
para conducir un vehiculo empiezan a fallar. La curva variard de un bebedor a otro, pero
por lo general las mujeres se ven afectadas con mayor severidad que los hombres, no
s6lo por la diferencia de peso, sino también a consecuencia del diferente contenido de
agua en el cuerpo de ambos sexos.

La relacién entre tiempo y contenido de alcohol en la sangre es un ejemplo de una
funcién. En este capitulo se tratan a fondo las funciones y sus gréificas,

121
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OBJETIVO

11.1 Funciones

Entender lo que es una funcitn y
determinar sus dominios y valores,

En el siglo xvi1, Gottfried Wilhelm Leibniz, uno de los inventores del célculo, introdu-
jo el término furncidn en el vocabulario matemdtico. Se trata de uno de los conceptos
miés elementales de las matematicas y es esencial para el estudio del cdlculo.

Con frecuencia escuchamos en el habla cotidiana de personas educadas frases como
“las tasas de interés estdn en funcién de los precios del petrdlea” o “el monto de la pen-
sién estd en funcién de los afios trabajados” o “la concentracién de alcohol en la sangre
después de beber cerveza es una funcion del tiempo”, Algunas veces, tales expresiones
tienen relacion con las matemdticas, pero no siempre. Debemos ser més cuidadosos con
el uso que hacemos de la palabra funcién, a fin de que sea 1itil mateméiticamente; sin
embargo, hay caracteristicas deniro de su uso cotidiano que vale la pena destacar,

Por ejemplo, el espiritu que fundamenta las frases anteriores podria enunciarse
como “las cantidades de tipo ¥ estéin en funcidn de las cantidades de tipo X, Existen
dos tipos de cantidades —aungque es posible que Y sea igual que X— y el valor de X
parece determinagr de alguna manera el valor de Y. En general, el uso no es simétrico
en X yen Y, A modo de ilustracién: la frase “los precios del petréleo estdn en funcién
de las tasas de interés” no parece verdadera. La mayor parte de la gente no cree que ni
siquiera la manipulacién de las tasas de interés que lleva a cabo la Reserva Federal de
Estados Unidos pueda determinar los precios del petréleo. La mayoria de los economis-
tas recordardn aquella ocasi6n en que la tasa de interés federal estuvo al 6% y el precio
del barril de petréleo fue de $30; y la vez en que la tasa de interés también era de 6%,
pero el precio del barril de petréleo ascendi6 a $40. Una tasa de interés dada no asegura
un tinico precio del petrdleo. Por lo tanto, 1a cantidad de enfrada, 1a tasa de interés, no
determina la cantidad de salida, el precio del petréleo. Por otro lado, suponga que una
persona que acaba de beber cinco cervezas se somete a una prueba de concentracién
de alcohol en la sangre a partir de ese momento y cada hora durante las siguientes seis.
Para cada uno de los valores de tiempo {0,1,2, 3,4, 5,6}, la medicién de la concentracién
de alcohol en la sangre producird exactamente un valor,

Este iltimo ejemplo proporciona la clave para que el uso de la palabra fincidn sea
preciso: para cada valor de entrada, x (un tiempo), existe exactamente un valor de salida,
¥ (una concentracion de alcohol en la sangre),

De hecho, con este criterio no es correcto decir que “las tasas de interés estin en
funcién de los precios del petréleo”. Aunque podria pensarse que los altos precios del
petréleo son la causa de las dificultades econdmicas, no es cierto que un valor del pre-
cio del petrdleo determine una tasa de interés linica, Para ver esto con mayor claridad
puede visitar

http://www.wtrg.com/oil_graphs/oilpricel947.gif

¥
http://www.goldeagle.com/editorials_00/leopold011400.html

A partir del primer sitio de Internet pueden determinarse dos ocasiones (bastante re-
cientes) en las que el precio del petréleo fue el mismo, Si el segundo sitio indica que
en ambas existieron diferentes tasas de interés, entonces se tiene la prueba de que un
precio particular del petréleo no da lugar a una cierta tasa de interés, Tampoco es cierto
que “elmonto de una pensidén estd en funcién de los afios trabajados”, 8i el valor de los
“afios trabajados” es 25, el valor del “monto de la pensién™ ain no puede determinarse,
En la mayoria de las organizaciones, el director general y el gerente de sistemas tendrén
pensiones de retiro muy diferentes después de 25 afios de servicio. Sin embargo, en este
ejemplo podria decirse que, de acuerdo con el perfil del puesto, el monto de la pension
estd en funcién de los afios trabajados.

Si se invierten $100 a una tasa de interés simple del 6%, entonces el interés ganado
I es una funcién de la cantidad de tiempo ¢ que €l dinero permanece invertido. Estas
cantidades estdn relacionadas por la férmula:

I =100(0.06)¢ 1



& ADVERTENCIA

En y* = x, x ¥ y estan relacionadas,
pero esta relacién no es una funcidn
de x.
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Aqui, para cada valor de ¢ existe exactamente un valor de I dado por la ecuacién (1),
En una situacién como ésta, con frecuencia se escribe I(¢r) = 100(0.06)¢ para reforzar la
idea de que el valor de I esté determinado por el valor de . Algunas veces se escribe
I = I{f) para expresar que [ es una funcién de f aun si no se conoce una férmula que lo
especifique, La f6rmula (1) asigna la salida 3 a la entrada 5 v la salida 12 a la entrada
2. Puede pensarse en la férmula (1) como la definicion de una regla: multiplicar ¢ por
100(0.06). La regla asigna a cada niimero de entrada f exactamente un niimero de salida
I,el cual se simboliza mediante la signiente notacién con flechas:

t = I o t = 100(0.06):

Una férmula proporciona el modo de describir una regla para cubrir potencialmente
un niimero infinito de casos, pero si existe sélo una cantidad finita de valores para la
variable de entrada, como en el caso al inicio del capitulo, entonces la regla obtenida a
partir de las observaciones registradas en la tabla puede no ser parte de ninguna férmu-
la reconocible. A continuaci6n, se usard la palabra regla en lugar de férmula para poder
incluir esta 1itil generalizacion,

DEFINICION

Una fincién es una regla que asigna a cada mimero de entrada exactamente un
nimero de salida. Al conjunto de niimeros de entrada para los cuales se aplica la
regla se le llama dominio de la funcién, Al conjunto de todos los niimeros posibles
de salida se le llama rango (0 codominio).

Para la funcién del interés definida por la ecuacién (1), el nlimero de entrada ¢ no
puede ser negativo, puesto que en este ejemplo el tiempo negativo no tiene sentido. Asi, el
dominio consiste en todos los mimeros no negativos (esto es,todo ¢ =0, donde la variable
proporciona el tiempo transcurrido desde el momento en que se hizo la inversién).

Hasta aqui se ha usado el término funcidn en un sentido restringido porque, en
general, las entradas o salidas no tienen por qué ser nimeros, Por ejemplo, una lista
de estados y sus capitales asigna a cada estado su capital (exactamente una salida), de
modo que hay una funcién implicita, Sin embargo, por el momento sélo se considerardn
las funciones cuyos dominios y rangos consistan en niimeros reales.

Una variable que representa los nlimeros de entrada para una funcién se denomina
variable independiente. Una variable que representa los niimeros de salida se denomi-
na variable dependiente, porque su valor depende del valor de la variable independiente.
Se dice que la variable dependiente es una fiuncidén de la variable independiente. Esto es,
la salida es una funci6n de la entrada. Asf, para la férmula de interés I = 100(0.06)1, la
variable independiente es t,1a variable dependiente es I,e [ es una funcién de ¢

Como otro ejemplo, la ecuacién:

y=x+2 (2)

define a y como una funcién de x. La ecuacidn proporciona la regla “sumar 2 a x”. Esta
regla asigna a cada entrada x exactamente una salida x + 2, que es y. 8i x = 1, entonces
y =3;s8i x = —4,entonces y = —2, La variable independiente es x y la variable depen-
diente es y.

No todas las ecuaciones en x y y definen a y como una funcién de x. Por ejemplo,
sea y* = x. 8ixes 9,entonces y* =9, de modo que y = £3, Por lo tanto, para la entrada
9 se asigna no uno, sino des nimeros de salida, 3 y —3. Esto contradice el concepto de
funcién, de modo que y no es una funcién de x.

Por otra parte, algunas ecuaciones con dos variables definen a cualquiera de las va-
rables como una funcién de la otra variable. Por ejemplo, si y = 2x, entonces para cada
entrada x existe exactamente una salida, 2x. Asi que y es una funcién de x.Sin embargo,
al despejar xde la ecuacion se obtiene x = y /2, Para cada entrada y existe exactamente
una salida /2. En consecuencia, x es una funcién de y.

Por lo general, las letras f, g, h, F, G,etcétera, se usan para representar reglas de fun-
clones, Por ejemplo, 1a ecuacién (2), y = x + 2,define a y como una funcién de x,donde
la regla es “sumar 2 a la entrada”, Suponga que se elige fpara representar esta regla,
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f(x) es un numero de salida.

& ADVERTENCIA

f{x) no significa fpor x, f{x) si no
la salida que corresponde a la
entrada r.

La notacién funcional es muy
utilizada en calculo.

La idea de reemplazo es muy
importante en la determinacion de
los valores funcionales.

entonces se dice que fes la funcién. Para indicar que fasigna a la entrada 1 la salida 3,
se escribe f(1) = 3, que se lee “fde 1 es igual a 3”. De manera similar, f(—4) = -2, En
general, si x es cualquier entrada, se tiene la notacion siguiente:

entrada
f(x), que se lee “f de x”, representa el niimero de (L )
salida en el rango de f que corresponde al niimero ii;
de entrada x en el dominio de f, 1
salida

Asf, 1a salida f(x) es lo mismo que y. Pero como y = x + 2, puede escribirse y = f(x) =
x + 2 o simplemente,
f)=x+2

Por ejemplo, para encontrar f(3), que es la salida correspondiente a la entrada 3, se
reemplaza con 3 cada xen f(x) = x + 2:

f3)=3+2=5
Del mismo modo,

f(8)=8+2=10

f(—4)=—-4+2=-2

Los nimeros de salida como f(—4) se llaman valores de la funcién. Tenga en mente que
dichos valores estdn en el rango de f.

Con mucha frecuencia, las funciones se definen por medio de la “notacién de fun-
ciones”, Por ejemplo, la ecuacién g(x) = x* + 1% define a la funcién g que asigna a cada
mimero de entrada x el niimero de salida x* + x%

gxP 2+

En otras palabras, g suma el cubo y el cuadrado de un nimero de entrada. Algunos
valores de la funcidn son:

g2) =22 +22=12
g(-1) =(-1P+ (-12=-1+1=0
g =£+4¢
gx+ D) =(x+ 1P+ (x+1)?

Observe que g(x + 1) se encontré al reemplazar cada xen ¥* + x?por laentrada x + 1,

Cuando se haga referencia a la funcién g definida por g(x) = x* + ¥, se puede
decir con toda libertad que la ecuacién es una funcién. Asi, se habla de “la funcién
g(x) = x* + x*”y, de manera andloga, “la funcién y = x + 2.

Seamos mds especificos acerca del dominio de una funcién, A menos que se esta-
blezca otra cosa, el dominio consiste en todos los nlimeros reales para los cuales la regla
de la funcidn tenga sentido, esto es, el conjunto de todos los mimeros reales para los
cuales la regla proporciona valores de la funcién que también son niimeros reales.

Por ejemplo, suponga que: 1

h(x) = e

Aqui puede usarse cualquier nlimero real para x excepto 6, porque el denominador
es 0 cuando x es 6. Asi que se entiende que el dominio de 4 consiste en todos los niime-
ros reales excepto 6.

lgualdad de funciones
Decir que dos funciones fy g son iguales, denotado por f = g,es igual a decir que:

1. El dominio de fes igual al dominio de g.
2. Para toda x en el dominio de fy g, f(x) = g(x).



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

DETERMINACION DE DOMINIOS
El area de un circulo depende de la
longitud de su radio.

a. Escriba una funcién a(r) para
el darea de uncirculo cuando
la longitud del radio es r.

b. ;Cuél es el dominio de esta
funcién fuera de contexto?

€. ;Cuadl es el dominio de esta
funcién en el contexto dada?
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Elrequisito 1 dice que un niimero x estd en el dominio de fsi y sélo si estd en el dominio
de g. Asique sise tiene que f(x) = x?,sin menci6n explicita del dominio, y g(x) = x> para
x =0, entonces f # g Aquli, el dominio de fes toda la recta real ( —oc, oc) ¥ el dominio
de ges [0, c0). Por otro lado, si se tiene f(x) = (x +1)?y g(x) = * + 2x + 1,entonces se
entiende que tanto para fcomo para g el dominio es (—oo, 00) y el criterio para decidir
si f = gconsiste en saber si, para cada nlimero real x,se tiene que (x + 1)2 =22+ 2x + 1.
De hecho, los antiguos libros de texto se refieren a los enunciados del tipo (x + 1)* =
2% + 2x + 1 como “identidades”, para indicar que son ciertos para cualquier valor admi-
sible de la variable, y para distinguirlos de los enunciados del tipo (x + 1)* = 0, que son
verdaderos s6lo para algunos valores de x,

Dadas las funciones fy g, se tiene que f # g va sea porque el dominio de fes dife-
rente del dominio de g ¢ porgque existe alguna x para la cual f(x) # g(x).

® EJEMPLO 1 Determinacién de la igualdad de funciones

Determine cudles de las siguientes funciones son iguales.

_ x+2)(x-1)
a f(x) = W
b. g(x) =x+2

x+2 six#1
”"‘(x)={ 0 six=1

_Jx+2 six #1
d.kfx)—{ 3 six=1

Solucién: El dominio de fes el conjunto de todos los niimeros reales diferentes de 1,
mientras que el de g es el conjunto de todos los niimeros reales, aqui se sigue la con-
vencién de que el dominio es el conjunto de todos los niimeros reales para los cuales la
regla tiene sentido. Se tendré que decir més acerca de funciones como h y k, que se de-
finen por casos en el ejemplo 4 de la seccién 11,2, Aqui se observa que tanto el dominio
de h como el de k es (—oo,00), puesto que para ambos existe una regla que tiene sentido
para todos los nimeros reales. Los dominios de g, k v k son iguales entre sf, pero el de f
es diferente. Entonces, por el requerimiento 1 para la igualdad de funciones f +# g, f #h
y f # k. Por definicién, g(x) = h(x) = k(x) para toda x # 1, de manera que la igualdad
de g, hy kdepende de sus valores en 1. Como g(1) = 3, k(1) =0y k(1) = 3, se concluye
que g = kyqueg # k (y que h # k). Aunque este ejemplo pudiera parecer artificial, es
representativo de las situaciones que surgen frecuentemente en el cdlculo.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3 “

® EJEMPLO 2 Determinacién de dominios

Encuentre el dominio de cada funcién.

=

Solucién: No es posible dividir entre cero, asi que deben encontrarse todos los valores
de x que hacen que el denominador sea cero. Estos no pueden ser niimeros de entrada,
Asi que se iguala el denominador a cero y se resuelve para x:

¥-x-2=0 (ecuacién cuadritica)
x—2)x+1)=0 (al factorizar)
x=2-1
Por lo tanto, el dominio de fconsiste en todos los niimeros reales excepro 2y —1.

b. g(f) = V21 =1

Solucién: V2r — 1 es un nlimero real si 2¢ — 1 es mayor o igual que cero, Si2f — 1 es
negativo, entonces v2f — 1 no es un niimero real (es un nimero imaginario).



126 Capitulo 11 Funciones y graficas

Como los valores de la funcién deben ser niimeros reales, por lo menos hasta este
momento, debe suponerse que:

2t—1=0
2t =1 (al sumar 1 en ambos lados)
1
= 5 (al dividir ambos lados entre 2)

Asf, el dominio es el intervalo [}, 00).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA7 (@

® EJEMPLO 3 Determinacién del dominio y de los valores funcionales
DETERMINACION DEL DOMINIO ¥ DE  Sea g(x) = 31® — x + 5. Puede utilizarse cualquier niimero real como x, de modo que el
LOS VALORES DE LA FUNCION dominio de g son todos los niimeros reales.

El tiempo necesario para recorrer
una cierta distancia depende de la

VEI:;-"CIdad a la cual se haga el reco-  Solucién: Al reemplazar cada x por z en g(x) = 3x — x + 5se obtiene:
rrigo.

a. Escriba una funcién «(r) para el 8(z) =3(2) —z+5=3 -2 +5

tiempo si la distancia a recorrer b. Encuentre :
es 300 millas y la velocidad es r. 8(r)

K )Rk Jey b clamsinii de- et Solucién: Al reemplazar cada x por 2 en g(x) = 3x2 — x + 5 se obtiene:

a. Encuentre g(z).

funcién fuera de contexto? g(P) =3P -P+5=3" -~ +5
€. ;Cual es el dominio de esta
funcién en el contexto dado? ¢ Encuentre g(x + h).
x x Solucién:
d. Encuentre r{x}.;(i) W(Z)'

g +h) =3 +h)’—(x+h)+5
e. jQué le pasa al tiempo si la

velocidad se reduce (divide) =32 +2hx+KB)—x—-h+5
por una constante ¢? Describa = Tyl fhing
esta situacién con el uso de 3¢% + 6hx + 3K —x —h +5

una ecuacién. AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 31(a) @i

@® EJEMPLO 4 Determinacién de un cociente de diferencia
& ADVERTENCIA

No confunda la notacién. En el
ejemplo 3(c) se encontrd g{x + k) al
reemplazar cada x en g(x) =

3x? — x + 5 por la entrada x + h.
Perog(x + hj. g{x) + h y g(x) + g(h)
son cantidades totalmente distintas.

Si f(x) = x2, determine fix '”‘2 = (I)_

Solucioén: La expresion w se conoce como un cociente de diferencia,

Aqui el numerador es una diferencia de valores de la funcién. Se tiene que:

fa+h) - f) _ (x+hp -2

h h
_ P42+ R - Jha+ W
h h
El cociente de diferencia de una _h(2x+h)
funcién es un concepto importante e 2x+h

para el calculo.
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 35

En algunos casos, el dominio de una funcidn estd restringido por razones fisicas o
econémicas, Por ejemplo, la funcién de interés estudiada con anterioridad, I =100(0.06),
tiene ¢ = 0 porque frepresenta el tiempo, El ejemplo 5 ilustra algo similar.



PRINCIPIOS EN PRACTICA 3

FUNCION DE DEMANDA

Suponga que la demanda sema-
nal de pizzas en un restaurante es

=26—2
p2640.

a. Si el precio actual es de $18.50
por pizza, jcuantas se venden

cada semana?

b. Si se venden 200 pizzas sema-
nales, jcuadl es el precio ac-

tual?

c. Siel propietario desea duplicar
el nimero de pizzas vendidas
cada semana (a 400), ;cual

debe ser el precio?

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4

PROGRAMA DE OFERTA
P q
Precio por Cantidad
unidad en ofrecida
doélares por semana
500 11
600 14
700 17
800 20
AT f o=
// B g —/{__ o7
ey B -/1 I"‘—-"--._,.-"I
g B P o
// q r':\‘j - _I_//":-.F -\'-I

FIGURA 11.2 Programade oferta y

funciones de oferta.
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® EJEMPLO 5 Funcién de demanda

Suponga que la ecuacién p = 100/q describe la relacién entre el precio por unidad p
de cierto producto, y el niimero de unidades g que los consumidores comprarén (de-
manda) por semana a ese precio. Esta ecuacidn se llama ecuacidn de demanda para el
producto, 8i g es un niimero de entrada, entonces para cada valor de g se asigna exacta-
mente un niimero de salida p:

gm D=p
q
Por ejemplo,
100
20 0 5

esto es, cuando g es 20, entonces p es 5. Asi, el precio p es una funcién de la cantidad
demandada, ¢. Esta funcién se llama funcién de demanda. La variable independiente
es g y la variable dependiente es p. Como g no puede ser 0 (la divisién entre 0 no estd
definida) y no puede ser negativa (g representa una cantidad), el dominio consiste en
todos los valores de g tales que g = 0.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 43 (i

Se ha visto que una funcién es esencialmente una correspondenciaen la que a cada
nimero de entrada en el dominio, se asigna un tinico nimero de salida en el rango,
En la figura 11.1 se muestran por medio de flechas algunos ejemplos de asignaciones
para la correspondencia dada por f(x) = »*. El ejemplo siguiente ilustra una correspon-
dencia funcional que no estd dada por medio de una férmula algebraica.

Fad

e .Ir" - ‘I-'*_ Shie 2 __--"‘\..\
."/ 1_«—-\'-'1"'_ - L= \
\ | — b e ad=f(2) |
e | 1) pango
R \". '..___ i . |__' 2= ‘._,
Dominio |z x f{f:!/

4 S
v S

FIGURA 11.1 Correspondencia funcional para fix) = %

@ EJEMPLO 6 Programade la oferta

La tabla de la figura 11.2 es un programa de oferta. Indica una correspondencia entre
el precio p de cierto producto y la cantidad g que los fabricantes surtirdn por semana a
ese precio. A cada precio le corresponde exactamente una cantidad y viceversa.
Si p es la variable independiente, entonces g es una funcién de p, es decir g = f(p), ¥
f(500) =11 f(600) =14 f(700) =17 y f(800) =20

Observe que cuando el precio por unidad se incrementa, los fabricantes estdn dispues-
tos a surtir més unidades por semana.
Por otra parte, si ¢ es la variable independiente, entonces p es una funcién de g, es

decir p = g(g),y
g(11) =500 g(14) =600 g(17) =700 y g(20) =800
Se habla de fy g como funciones de oferta.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 53 (@
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LTECNOLDGiA

Los valores de una funcién pueden calcularse ficilmen-
te con una calculadora graficadora. Por ejemplo, suponga
que:

fx) =17 =133+ 7
y que se quiere encontrar f(0.7), f(—231) y f(10). Con una

calculadora TI-83 Plus, primero se introduce la funcién
comoY,:

Y, =17X" = 13X"3 + 7

Después se presiona la tecla “Table”y de manera sucesiva
se introducen los valores de x .7, —2.31 y 10. Los resulta-

dos se muestran en la figura 11.3, Debe notarse que exis-
ten otros métodos para evaluar funciones por medio de la
TI-83 Plus,

® Wy
) BEZER
- BELF
rew| 52507
#=1

FIGURA 11.3 Tabla de valores para la funcidn para
flx) =17 =132 + 7.

Ejercicios 11.1
En los problemas I a 4, determine si las funciones dadas son iguales
L f(x)= A e(x) =x

2, Go)={x+1 Hx)=x+1

2 my=ao={ 1 5133

six<0
2 —dr+3
4, f{x}={—x—3 Slx?'=3;
2 six=3
glr)y=x-1
En los problemas 5 a 16, obtenga el dominio de cada funcidn.
8 ..
5 f=7 6 g(x) =3
1
7, = k-3 K(z) =
h(x) 8. K(z) s
9, f(z) =32 +2z—-4 10, H{x}=m
9x —9
11, f{x}—w llg{x}—wu'4'_x+3
_ 4 g, DD
B 20)= mrs W~ A=
_ 4-§ 2
15 M) = 55— —a 6. 60 =

Detenmine los valores de la funcidon para cada una de las funciones de
los problemas 17 a 28.

17, f(x) = 2x +1; £(0), f(3), f(—4)

18, H(s) = 5% — 3 H(4), H(V?), H( i)

19, G(x) =2 —x% G(-8), G(w), G(w)

20. F(x)= —5x; F(s), F{t +1), F(x + 3)

2. y(u) =2 —u;y(—2),¥(20), ¥(x +a)
1 1

22, h(v) = E; h(16), h(&), h(l—x)

23, f(x) =2 +2x +1; f(1), f(-1), flx+h)

24, H(x) = (x +4)% H(), H(2), H(t — 4)

25, K(x) = 52 k(5), K3), ki + )
26, Mx) = vx —3: M4), k3), k(x + 1) — k(x)
2% flx)= x-ﬂ-ﬂ' F(0), fi64), f(é)

28. g(x) =x25; g(32), g(—64), g(t'V)

En losproblemas 29 a 36 encuentre (a} flx + k) y (b)
simplifique sus respuestas.

flx+h)— flx),
h E

29, f(x) =dx—5 . f(0) =73

3L, fx)=»"+2 R, flx)=3"-22-1
33 f(x) =3 —2¢+47 M flx)=x

as. f@)=1 %. ="

37. 8i f(x) = 5x +3, encuentre w

38. Sif(x)=2x7 — x + 1, encuentre f{‘?:;{z}.
En los problemas 39 a 42, ;es y una funcién de x? ;Es x una funcién
dey?
¥, 9y-3x—4=0 . P4y =0
41, ¥ =Tx2 42, x?_ +)|2 _
*43, Laférmula para el drea de un circulo de radio res A = =k
;Es el drea una funcidn del radio?
44, Suponga que f(b) = a@*h® + @I~ (a) Encuentre f(a). (b) En-
cuentre f(ab).

45. Valor de un negocio Un negocio cuyo capital original es de
$25 000, tiene ingresos y gastos semanales de $6500 y $4800,
mespectivamente. Si se conservan todas las utilidades, exprese el
valor V del negocio al final de 1 semanas, como una funcién de .

46. Depreciacién Siuna miquina de $30 000 se deprecia 2% de
su valor original cada afio, determine una funcién fque exprese
el valor V de la méquina después que han transcurrido fafios.

47. Funcién de utilidad Cuando se venden g unidades de cierto
producto (g es no negativa), la utilidad P estd dada por la ecua-
dén P = 1.25¢. ;Es P una funcién de 4?7 ;Cuél es 1a variable
dependiente y cudl la independiente?

48, Funcién de demanda Suponga que la funcién de deman-
da anual para que cierto actor protagonice una pelicula es
1
p= L mo.dondeq es el nlimero de peliculas que prota-
goniza durante el afio. Si el artista actualmente cobra $600 000
por pelicula, jcudntas protagoniza cada afio? Si quiere prota-
gonizar cuatro cintas por afio, ;jcudnto cobrard por esto?




49, Funcion de oferta Suponga que la funcién de oferta semanal
por una libra de café, la mezcla propia de un expendio local,
esp= %,dandcq es el nlimero de libras de café que se

ponen en venta cada semana. ; Cudntas libras semanales deben
ofrecerse si el precio es de $8.39 por libra? ;Cudntas libras a la
semana deben ofrecerse para su venta si el precio de cada una
es de $19.497 ; Cémo cambia la oferta conforme el precio se
incrementa?

0. Altas de un hospital Una compaiiia de seguros examiné los
registros de un grupo de individuos hospitalizados por una
enfermedad en particular. Se encontrd que la proporcién total
de pacientes dados de alta al final de ¢ dias de hospitalizacién
estd dada por:

3
f(!)=1—< 2 Y )

300 +¢

Evaltie (a) £(0), (b) £(100) y () f(900). (d) ; Al cabo de
cudntos dias se habrd dado de alta ala mitad (1,2 = 0.500) del
grupo?

51, Psicologia Se realizé un experimento para analizar la respues-
ta humana a las descargas eléctricas.! Los sujetos recibieron una
descarga de cierta intensidad se les pidi6 que le asignaran
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52, Psicologia En un experimento de aprendizaje,’la probabili-

dad de una respuesta correcta como funcién del nimero n de
intentos tiene la forma:

P(m)=1-3(1 —eyt a=1

donde el valor estimado de ¢ es (.344. Con el uso de este valor
de ¢, determine P(1) y P(2).

Programa de demanda La tabla signiente es un programa de
demanda y proporciona una correspondencia entre el precio p
de un producto y la cantidad g que los consumidores demanda-
rin (esto es, comprarédn) a ese precio. (a) Sip = f(g) haga una
lista con los nimeros en el dominio de f. Encuentre f(2900) y
F(3000). (b) Sig = g(p), liste los mimeros en el dominio de g
Encuentre g(10) y 2(17).

Precio por unidad, p Cantidad de demanda por semana, g

$10 3000
12 2900
17 2300
20 2000

OBJETIVO

una magnitud de 10 y la llamaron estimulo estdndar. Después se
les aplicaron otras descargas (estimulos) de varias intensidades.
Para cada una de éstas, la respuesta R consistia en un niimero
que indicaba la magnitud percibida de la descarga en relacién
con la del estimulo estindar. Se encontrd que R era una funcién
de la intensidad 7 de la descarga (I en microamperes) y se esti-
m mediante:
Y3
— = — = J=
R=f() =545 S00=I=3500

Evaliie (a) f(1000) y (b) f(2000). (c) Suponga que I, y 2J; estdn
en el dominio de f. Exprese f(21,) en términos de f(J,). ;Qué
efecto sobre la respuesta tiene el hecho de duplicar la inten-
sidad?

11.2 Funciones especiales

En los problemas 54 a 57 utilice su calculadora para determinar los
valores funcionales indicados para la funcién dada. Redondee las
respuesias a dos decimales.

54, f(x) =2.03x3 —5.27x2 —13.71; (a) £(1.73), (b) F(—5.78),
(¢) f(v/2)

- -
ss. f(x) = I Z3INZBT6 (o) 1(4), (0) £(-17/9)

(c) f(m)
56. f(x) = (203 —3.2x)(2.25x2 — 7.1x — 16)* (a) £(0.3),
(b) £(-0.02), (¢} £(1.9)

7. 1) = f’ﬁxz +731(x +1)
(c) £(0)

i (a) f(12.35), (b) f(~123),

Introducir los conceptos de funcidn constante,

En esta seccién se verdn funciones que tienen formas y representaciones especiales. Se

funcién polinomial, fundion racional, fundién iniciar con la funcién constante, tal vez el tipo més sencillo que existe:

definida por partes, funcidn valor absoluto

y notacién factorial. @ EJEMPLO 1 Funcién constante

Sea h(x) = 2. El dominio de k consiste en todos los nimeros reales, Todos los valores

FUNCIONES CONSTANTES

Suponga que las primas mensuales
de unseguro médico para un individuo

funcionales son 2, Por ejemplo,
h(10) =2 A(-387)=2 h(x+3)=2

son $125.00. Se llama a k una funcidn constante, puesto que todos los valores de la funcién son igua-
a. Escriba las primas mensuales del les. En forma més general, se tiene esta definicién:

seguro médico como una fun-

cién del nimero de visitas que el Una funcién de laforma k(x) = ¢, donde c es una constante,se llama funcién constante.

individuo hace al doctor.

b. ;Cémo cambian las primas del se-
guro médico conforme aumen-
tan las visitas al doctor?

€. ;Qué tipo de funcidn es ésta?

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 (i

lAdaptado de H. Babkoff, “Magnitude Estimation of Short Electrocutaneous Pulses”, Psychological Re-
search, 39, nim, 1 (1976), 39-49,

D. Laming, Mathematical Psychology (Nueva York; Academic Press, 1983).
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Cada término de una funcién
polinomial es, o bien una constante,
0 una constante por una potencia
entera positiva de x.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

FUNCIONES POLINOMIALES

La funcion d(f) = 32 para ¢ ()0, re-
presenta la distancia en metros que
un automévil puede recorrer en ¢
segundos cuando tiene una acelera-
cion constante de 6 m por segundo.

a. jQué tipo de funcidn es ésta?
b. jCudl es el grado?
c. ;Cudl es su coeficiente principal?

Toda funcién polinomial es una
funcién racional.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3

FUNCION DEFINIDA POR PARTES

Para reducir el inventario, una tien-
da departamental cobra tres pre-
cios. 5i un cliente compra de 0 a
5 pares de medias, el precio es de
$3.50 por par. Si compra de 6 a 10
pares, el precio es de $3.00 por par.
Si compra mas de 10 pares, el precio
es de $2.75 por par. Escriba una fun-
cién definida por partes para repre-
sentar el costo de compra de n pares
de medias.

Funciones y graficas

Una funcién constante pertenece a una clase mis amplia de funciones llamadas
funciones polinomiales. En general, una funcién de la forma
)= et gdtg
w—10 " *» g 50N constantes en las que ¢, # 0,se
llama fancién pelinomial (en x). El niimero n se llama grade del polinomio, y ¢, es el
coeficiente principal, Asf,

donde 7 es un entero no negativo y ¢,, c,

F(9) =322 —8x+9

es una funcién polinomial de grado 2 con coeficiente principal 3. Del mismo modo,
g(x) = 4 — 2x tiene grado 1 y coeficiente principal —2, Las funciones polinomiales de
grado 1 o 2 son llamadas funciones lineales o cuadrdticas, respectivamente. Por ejemplo,
g(x) =4 — 2x es lineal y f(x) = 3x? — 8x + 9 es cuadritica. Observe que una funcién
constante distinta de cero, como f(x) = 5 [la cual puede escribirse como f(x) = 517,
es una funcién polinomial de grado cero. La funcidn constante f(x) = 0 también se
considera una funcién polinomial, pero no tiene ningtin grado asignado. El dominio de
cualquier funcién polinomial consiste en todos los niimeros reales.

® EJEMPLO 2 Funciones polinomiales

a. flx) = 2 — 612 + 7 es una funcién polinomial de grado 3 oo coeficiente principal 1.
2x
b. g(x) = ~ ©s una funcién lineal con coeficiente principal 3.

2
e f(x)= Fhoesuna funcién polinomial. Como f{x) = 2x?y el exponente para x no

€s un entero no negativo, esta funcién no tiene la forma propia de las polinomiales.
En forma similar, g(x) = /X no es funcién polinomial porque g(x) = x'2,

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3

Una funcién que es un cociente de funciones polinomiales se llama fancién racional,

@ EJEMPLO 3 Funciones racionales

S

dor son funciones polinomiales. Observe que esta funcidn racional no estd definida

es una funcién racional, puesto que el numerador y el denomina-

parax = —5,
2x
b. g(x) = 2x + 3 es una funcién racional porque 2x + 3 =
funcién polinomial también es una funcién racional.

3
T De hecho, toda

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 5 “
Algunas veces es necesaria méis de una expresién para definir una funcién, como lo
muestra el ejemplo 4.

® EJEMPLO 4 Funciones definidas por partes

Sea:
1 si—-1=5<1
0 sil=g=2
s—3 s8iZ<s=3§

F(s) =

Esta se llama funcién definida por partes, puesto que su regla ests dada por més de una expre-
sién. Aqui s es la variable independiente y el dominio Fes toda stalque —1 =5 =8.El
valor de s determina cuél expresién debe usarse,



Secc. 11.2  Funciones especiales

Determine F(0): como —1 =0 < 1, se tiene F(0) = 1,
Determine F(2): como 1 =2 = 2, se tiene F(2) =0,

Determine F(7): como 2 < 7 = 8, se sustituye 7 porlasens — 3,

#TECNDLOGIAI

F(T)=7-3=4

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19
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Para ilustrar ¢cdmo introducir una funcién definida por
partes en una calculadora TI-83 Plus, la figura 11.4 mues-
tra una secuencia de pasos para la funcién

2x six<0
flx)=¢ 2?2 si0=x<10
—x six=10

Como |x| proporciona un niimero real tinico para cada nii-
mero real x,el valor absoluto, |—|,es una funcién.

FIGURA 11.4 Introduccidn de una

Flobd Platz Flatl
s RN CHIE Y+
??lri}(:w{{ 183=r1

Me=
WMas
wy=

wMNe=

MECE
Kzl

funcién definida por partes

® EJEMPLO 5 Funcién valor absoluto

La funcién |[—|(x) = |x| se denomina fiuncién valor absoluto. Recuerde que el valor ab-
soluto de un niimero real x se denota por |x| y se define por

La funcién valor absoluto puede
considerarse una funcién definida
por partes.

funcién son:

x six=0

Exi={_x six <0

|16/ = 16

- 4=

~(-9) =

|0 =0

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 21

En los ejemplos siguientes se utiliza la noracién factorial.

Por lo tanto, el dominio de |—| son todos los niimeros reales, Algunos valores de esta

El simbolo r!, donde res un entero positivo, se lee “r factorial”, Representa el pro-

ducto de los primeros r enteros positivos:

También se define:

rM=1-

0!

2.3...r

=1

Para cada entero no negativo n,(—)!(n) = n!determina un niimero Gnico, de mane-
ra que puede decirse que (—)! es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los enteros

1o negativos.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4

FACTORIALES
Deben colocarse siete libros dife- a 5 =1-2-3-4-5=120

® EJEMPLO 6 Factoriales

rentes en una repisa. ¢De culmtas  y 355y =31.11=(3:2-1)(1) = (6)(1) =6
24

formas pueden acomodarse? Repre- 4 1-2-3-4
sente la pregunta como un proble- i
ma de factoriales y dé la solucién.

24

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 27 D



132 Capitulo 11 Funciones y graficas

® EJEMPLO 7 Genética

Suponga que se reproducen dos conejillos de indias de color negro, y tienen cinco crias,
Bajo ciertas condiciones puede mostrarse que la probabilidad P de que exactamente

Los factoriales aparecen con
frecuencia en la teoria de
probabilidad.

P = P(r), donde:

P(r) =

r de las crias sean de color café y las otras negras, es una funcién de r, por ejemplo,

st )

o p =020

La letra P en P = P(r) se usa de dos formas. En el lado derecho, P representa la regla de
la funcién. En elizquierdo representa la variable dependiente. El dominio de P consiste
en todos los enteros desde 0 hasta 5, inclusive, Determine la probabilidad de que exacta-
mente tres conejillos de Indias sean de color café,

Solucion: Para encontrar P(3), se tiene:

Ejercicios 11.2

En los problemas 1 g 4 determine si la funcién dada es una funcién
polinomial.
L fx)=22—xt+4 P73

2 flx)= 3

1
+3, = e =322
8() 2 +2x+1 & atg=35
En los problemas 5 a 8 determine si la funcién dada es una funcién
racional.

. 2+x 3
SR R e

1 six<35 -
new-{ 5T s ew-a
Determine el dominio de cada funcion de los problemas 9a 12.
9, h(z) =19 0. fx) =7

_ ) ix six>1 _ |4 six=3

= f[x)—{4 six=1 12, f{x)_{xz sil=x <3

Establezca (a) el grado y (b) el coeficiente principal de la funcién
polinomial dada en los problemas 13 a 16.

13, Flx) =72 -2x2+6 14, g(x)=Tx

1
15, f(x)=— -3 + %8 +x7
16. f(x)=9

Evaliie las funciones para cada caso de los problemas 17 a 22.

17, f(x) =8; f(2), ft +8), f(—V17)
18. g(x) = |x —3[; g(10), g(3), 8(—3)
1 sir>0
#19, F(.r)={ 0 sizr =0;

—1 sit<0
F(10), F(—/3), F(0), F(— ‘8)

5
_ 14 six=0,
i f[x)_{?: six< 0’

f3), £(-4), f0)

P(3) =

3 _o(d)g) _ 4
312! 6(2) 512

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 35 il

& x—1 gix=3
= G(x)={3—x2 six < 3’

G(8), G(3), G(-1), G(1)

_ 205 sif< 2,
22. F(a)‘{a?—saﬂ i@ 2

F(3), F(=3), F(2)
En los problemas 23 a 28 determine el valor de cada expresidn.
23, 6! 24, 0! 25 (4-2)!
) " n! 8!

26, 6! 2! 27. P 28, 51 =5)1

29. Viajeentren Un boleto de viaje redondo en tren ala ciudad
cuesta $4.50. Escriba su costo como funcién del ingreso del
pasajero. ; Qué tipo de funcidn es?

3. Geometria Un prisma rectangular tiene una longitud tres
veces mayor que su ancho, y altura una unidad menor que el
doble del ancho, Escriba el volumen del prisma rectangular
como una funcién del ancho. ; Qué clase de funcién es?

3. Funciéndecosto Enla fabricacion de un componente para
una méquina, el costo inicial de un dado es de $850, y todos
los costos adicionales son de $3 por unidad producida. (a)
Exprese el costo total C (en délares) como una funcion lineal
del niimero g de unidades producidas, (b) ;Cudntas unidades
se producen si el costo total es de $16007

3. Inversibn Se invierte un capital de P délares a una tasa de
interés simple anual r durante ¢ afios. Exprese la cantidad total
acumulada del capital y del interés como una funcién de ¢,
iSu resultado es una funcion lineal de 7

33, Ventas Paraestimular las ventas a grupos grandes, un teatro
cobra dos precios. Sisu grupo es menor de 12, cada boleto
cuesta $9.50. Si su grupo es de 12 o més, cada boleto cuesta
$8.75. Escriba una funcién definida por partes para representar
el costo de comprar n boletos.

3. Factoriales El grupo que cursa matemdticas financieras
ha elegido a un comité integrado por cuatro personas, para
quejarse con el magisterio por la inclusién de la notacién
factorial en el curso. Decidieron que, para ser mis eficaces, los
miembros se harian nombrar A, G,M y §, y que el miembro A



cabildearia con los profesores cuyos apellidos iniciaran con las
letras A a la F, el miembro G con los profesores cuyas iniciales
fueran de la G ala Ly asi sucesivamente, ;De cudntas maneras
puede el comité nombrar a sus miembros con este procedi-
miento? ; De cudintas formas podria nombrarse un comité
integrado por cinco personas con cinco letras diferentes?
Genética Bajo ciertas condiciones, si dos adultos con ojos de
color café tienen exactamente tres hijos, la probabilidad P

de que tengan exactamente r hijos con ojos azules estd dada
porla funcién P = P(r), donde:

_3A@
PO = —a—nr

Determine la probabilidad de que exactamente dos de los hijos
tengan los ojos azules.

3. Genética En elejemplo 7, determine la probabilidad de que
los ojos de las cinco crias sean de color café.

37. Crecimiento de bacterias Existe un cultivo en el cual se est4n
desarrollando las bacterias. El tiempo ¢ (en horas) para que el
niimero de bacterias se duplique (tiempo de generacién), es una
funcién de la temperatura T (en “C) del cultivo. Si esta funcidn

r=0,1,2,3

estd dada por?
1 11 ;
¢=HI= 4 175
51‘—T sidoc T=39
OBJETIVO
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(a) Determine el dominio de fy (b) encuentre f(30), f(36) v A39).

En los problemas 38 a 41, use su calculadora para encontrar los
valores de las funciones indicados para cada caso. Redondee las
respuestas a dos decimales.

= _ 1 019x* —2799 six =599
H%. 1t = { 0.63x° —57.42 six <599

(a) £(7.98) (b) f(2.26) (¢) f(9)

. _ ] 29.5x% + 304 six <3
03 flx) = { 7.9x% —21x six =3

(a) f(2.5) (b) f(—3.6) (o) f(3.2)
[(4.07x —23 six<-8

1912 si—-8=x<-2
| 2 —4x? six=-2

() f(=5.8) (b) f(~14.9) (c) f(7.6)

[ x/(x+3) six <5
x(x—4)? s-—5=x<0

[ v21x +3 six=0

(@) f(—V30) B) f(46) (©) f(-2/3)

40, 7(x) =

et f(x) =

11.3 Combinaciones de funciones

Combinar fundiones por medio de suma, resta,
multiplicacion, division, multiplicacién por una
constante y composicion.

Existen diferentes formas de combinar dos funciones para crear una nueva funcién,
Suponga que fy gson las funciones dadas por

f)=+* y glx)=3x

Al sumar f(x) y g(x) se obtiene:

flx) + g(x) = % + 3x

Esta operacion define una nueva funcién llamada suma de fy g, que se denota por
f+ g Suvalor funcional en x es f(x) + g(x). Esto es,

Por ejemplo,

(f+ g)x) = f(x) + glx) = " + 3x

(f+8)@) =2+3@2) =10

En general, para cualesquiera funciones f y g se define la suma f + g, la diferencia

f

f — g el producto fg y el cociente - como sigue:*
g

(f +8)x) = f(x) +g(x)

(f —g)x) = f(x) —g(x)
(fg)(x) = f(x)-g(x)

Ly =12

E o(0) para g(x) #0

*Adaptado de E K, E, Imrie y A, I Vlitos, “Production of Fungal Protein from Carob™, en Single-Cell
Protein II, ed, 8. R. Tannenbaum y D, I, C. Wang (Cambridge, MA: MIT Press, 1975).

“En cada una de las cuatro combinaciones, se supone que x se encuentra en los dominios tanto de f como
de g. En el cociente tampoco se permite ningiin valor de x para el cual g(x) seal.
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Un caso especial de fg merece una mencion especial. Para cualquier niimero real ¢ y
cualquier funcién f se define cfmediante

(ef)x) = c-f(x)
Este tipo restringido de producto se llama producto escalar, El producto escalar tiende
acompartir algunas propiedades con las sumas (y las restas), a diferencia de los produc-
tos (y cocientes) en general,
Para f(x) = 2%y g(x) = 3x, se tiene:
(f +8)x) = f(x) +g(x) =x*+3x
(f —g)x) = f(x) —glx) =x"—3x
(fO)x) = f(x) -g(x) = £*(3x) =3¢°

g gl 3x 3
(V2f)(x) = V2f(x) = V212

@ EJEMPLO 1 Combinacién de funciones
Si fix) =3x — 1y g(x) = £* + 3x, encuentre:
a (f+g)x)
b. (f —g)x)
< (fg)(x)
d f(x)
e (3
Solucién:
a (f+e@) =fxX)+gx)=Cx -1+ x*+3x)=x2+6x— 1
b (f —g)x) = f(x) —glx) =(Bx —1) = (? +3x) =—1 -4
& (fe)(x) = f(x)g(x) = (Bx —1)(x? +3x) = 32° +82% — 3x

Foo fiy  3x-1
=~

e (3f) @ =50 =36:-1 -

3x—1

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 3(a)-(f)
Composicion
También pueden combinarse dos funciones al aplicar primero una funcién a un niimero

y después la otra funcidn al resultado. Por ejemplo, suponga que g(x) = 3x, fix) = 2*y
x = 2. Entonces g(2) =3 - 2 = 6. Asi, g envia la entrada 2 a la salida 6:

26
Después, se determina que la salida 6 se convierte en la entrada para f:
f(6) =6> =36
De modo que fenvia 6 al 36:
6 > 36

Al aplicar primero gy después f,se envia el 2 al 36:
25 6+ 36



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

COMPOSICION

Un CD cuesta x dblares al mayo-
reo. El precio que la tienda paga al
mayorista esta dado por la funcidn
5(x) = x + 3. El precio que el cliente
paga es ¢(x) = 2x, donde xes el pre-
cio que la tienda paga. Escriba una
funcién compuesta para determinar
el precio al cliente como una fun-
cidn del precio al mayoreo.
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FIGURA 11.5 Composicion de fcon g.

De manera mds general, se reemplazari el 2 por x,donde xestd en el dominio de g (vea
la figura 11.5). Al aplicar g a x, se obtiene el nimero g(x), el cual se supone esté en el do-
minio de f. Al aplicar f a g(x) se obtiene f(g(x)),se lee “fde g de x”, que estd en el rango
de f. Esta operacion de aplicar gy después aplicar fal resultado se lama composicidn, y
la funcién que se obtiene, denotada por f= g,se conoce como la fincion compuesta de f
con g. Dicha funcién asigna al nimero de entrada yel nimero de salida f(g(x)). (Vea la
flecha inferior en la figura 11.5,) De esta manera, (¢ g)(x) = f(g(x)).

DEFINICION
Si fy g son funciones, la composicion de f con g es la funcién f - g definida por:

(fe8)(x) = f(g(x))

donde el dominio de f- g es el conjunto de todas las x en el dominio de g, tales que
g(x) esté en el dominio de f.

Para f(x) = x?y g(x) = 3, puede obtenerse una forma sencilla para fo g:
(fog)(®) = flg(x)) =f(3x) = (3x)* = 9¢*

Por ejemplo, (f= g)(2) =9(2)* = 36, como se vio anteriormente.
Cuando se trata con nlimeros reales y la operacién de suma, 0 es un caso especial,
para cualquier nimero real a,se tiene:

a+0=a=0+a

El mimero 1 tiene una propiedad similar con respecto a la multiplicacién. Para cual-

quier nimero real a, se tiene:
al=a=1la

A manera de referencia, en la seccién 11.4 se observa que la funcién I definida por I(x)
= x, satisface, para cualquier funci6n f,

fel=f=If

donde se considera la igualdad de funciones como se definié en la seccidon 11,1, De he-
cho, para cualquier x,

(f e D(x) = f(I(x)) = f(x) = I(f(x)) = (I=f)(x)
La funcién I se llama funcién identidad.

@ EJEMPLO 2 Composicién
Sean f(x) = v/ y g(x) = x + 1. Encuentre:
a. (fog)(x)

b. (g=f)(x)
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& ADVERTENCIA

Por lo general, f= g v g = fson muy
diferentes. En el ejemplo 2,

(Fee)x)=+/x+1
pero se tiene:
(ge Aix)=+vx+1

Observe que {f= g)(1) =+/2,
mientras que (g= f)(1) = 2. Tampoco
confunda flg(x)) con (fg)(x), esta
ultima es el producto fix)g(x). Aqui

flg(x) = vx +1

pero:

Flxdelx) = Vx(x + 1)

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

EXPRESION DE UNA FUNCION COMO
UNA COMPOSICION

Suponga que el drea de un jardin
cuadrado es g(x) = (x + 3)% Expre-
se g como una composicién de dos
funciones y expligue qué representa
cada funcidn.

Solucién:

a (feg)(x)es fg(x)). Ahora gsuma 1 a x, y fobtiene la raiz cuadrada del resultado,
Asi que,

(feg)x)=flg(x)) =flx+1) =vx+1

Eldominio de g consiste en todos los nliimeros reales x, y el de fen todos los niime-
ros reales no negativos. De aqui que el dominio de la composicién esté constituido
por todas las x para las que g(x) = x + 1 sea no negativa. Esto es, el dominio estd
formado por todas las x () —1, o de manera equivalente, el intervalo [—1,cc).

b. (gef)(x)es g(f(x)). Ahora ftoma la rafz cuadrada de x,y gsuma 1 al resultado. De
esta manera gsuma 1 a /X, y se tiene;

(g° Nx) =g(fx) =e(vx) = v +1

Eldominio de fconsiste en todas lasx () 0, y el dominio de g en todos los nimeros
reales. Por lo que el dominio de la composicidn estd constituido por todas lasx () 0,
para las cuales f(x) = /X es real, a saber, toda x () 0.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 '“
La composicién es asociativa, lo que significa que para cualesquiera tres funciones

figyh,
(feg)eh =fe(g=h)

® EJEMPLO 3 Composicién
Si F(p) = p* + 4p — 3, G(p) = 2p + 1y H(p) = | p|, encuentre:
a. F(G(p))

b. F(G(H(p)))

¢ G(H(1))
Solucion:

a. F(G(p)) =F(2p+1)=(2p+1P+42p+1)-3=4p>+12p+2 = (F - G)(p)

b. F(G(H(p))) = (F= (G = H))(p) = ((F= G) = H)(p) = (F = G)(H(p)) =
(F = G)(pl) = 4|pl* + 12|p}+ 2 = dp? + 12|p}+ 2
¢ G(F(1))=G(12+4-1-3)=G(2)=2-2+1=5

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA S @

En célculo, a veces es necesario pensar en una funcién en particular como una
composicién de dos funciones més sencillas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

® EJEMPLO 4 Expresion de una funcién como una composicién

Exprese h(x) = (2x — 1)? como una compeosicién.

Solucién: Se observa que A(x) se obtiene al encontrar 2x — 1 y elevar al cubo el resul-
tado. Suponga que se determina g(x) = 2x — 1 y flx) = 1* Entonces:

h(x) = (2x = 1) = [g(x)F = flg(x)) = (f°g)(x)
que da A como una composicion de dos funciones.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 13 (@@
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Se pueden combinar dos funciones con el uso de una calcu-
ladora graficadora. Considere las funciones

f)=2x+1y glx)=+

que se introducen como Y, y Y,,segilin se muestra en la
figura 11.6. La suma de fy gestd dadaporY, =Y, +Y,
y la composicién de f = g por Y, =Y,(Y,). Por ejemplo,
f(g(3)) se obtiene al evaluar Y, en 3,

Flobl Plobl Plok:
=My E2E+1

R i =
MzEY+Ye
=Myl Yz 2l
“Me=

“MiE=

M=

FIGURA 11.6 Y,y Y,soncombina-
cionesdeY, y Y,

Ejercicios 11.3
L Sif(x) =x+ 3y g(x) = x + 5, encuentre lo siguiente,
@ (F+ex)  ® (F+20  © (-2
@ (@)x) CRCI O
® (fee)x) M (Fo03) @ E°HE
G (g° HB)
2 Sif(x) = 2xy g{x) = 6 + x,encuentre lo siguiente,
@ (f+ex) M (Ff-29kx  © (-2
@ (e @ le o Lo
® (fo0)x) M ENE @ N
#3, Sifix) = x*+ 1 yg(x) = x* — x,encuentre lo siguiente,
@ (f+e)x) ® (fF-0) © (F-2(-3)
@ W @ Lo o I(-3)
® (feg)x) () (g = f)x) @ (g=N-3)
4, Sif{x) =x*+ 1yg(x) =35,encuentre lo siguiente,
@ (f+a90 ® (F+(3) O (f-2&
@ (fDm @ (D) ® Lo
® (fox) () (f°g)12003) (@ (g = Nx)

5. Si f(x) =3x% + 6y g(x) = 4 — 2x, encuentre
fle@Ny e(F(2).

6. Sif(p)= i}'g(p)= PTz.encuﬁntre{ﬁg}{p)}'
(g = f)p)
L SF) =2 +Tt+1yG(1) = -Z—.f:ncucnt.rf:

FeOWyG-HE.
8. SiF(f) = yG(t) =32 +4 +2 encuentre
(FeG)1)y (G = F)).

1
0, §i f(v) = 1 y g(v) = v/v + 2, encuentre

(f > )®)Y (g * v}
10. Si f(x) = x?+ 2x — 1, encuentre (f ° f)(x).

En los problemas 11 a 16, determine las funciones f y g tales que
hix) = fig(x)).
1, px)=11x -7

12, h(x) = VA2 -2
13, h(x) = ﬁ
14, h(x) = (93 —5xP — (95° —5x)P +11
18, h(x) = 1:1“:-;31
_2-(:-9%)
16. k() = Gr sy 33

17. Utilidad Cierto expendio de café vende una libra de café por
$9.75. Los gastos mensuales son $4500 m4ds $4.25 por cada libra
vendida.

(a) Escriba una funcién r(x) para el ingreso mensual total
como una funcién del niimero de libras vendidas,

(b) Escriba una funcién e(x) para los gastos mensuales totales
como una funcién del mimero de libras de café vendidas.

(¢) Escriba una funcién (r — e)(x) para la utilidad mensual
otal como una funcién del niimero de libras vendidas.

18. Geometria Suponga que el volumen de un cubo es
v(x) = (4x — 2)°, Exprese vcomo una composicién de dos
funciones y explique qué representa cada funcidn.

19. Negocios Un fabricante determina que el nimero total de
unidades de produccién por dia, g, es una funcién del nimero
de empleados, m, donde:

40m — m’
El ingre=o total, r,que se recibe por la venta de g unidades,
estd dado por la funcién g,donde r = g(g) = 40g, Determine
(g2 £)(m). ;Qué es lo que describe esta funcién compuesta?

2. Sociologia Se han hecho estudios concernientes a la relacion
estadistica entre posicién social, educacién e ingresos’ Se deno-
ta con § el valor numérico de la posicion social, con base en el
ingreso anual /, Para cierto tipo de poblacion suponga:

8 = f(I) = 0.45(7 — 1000)3

*R. K. Leik y B, E Meeker, Mathematical Sociology (Englewood Cliffs, NT;
Prentice-Hall, 1975).



138 Capitulo 11 Funciones y graficas

Ademds, suponga que el ingreso de una persona fes una fun- *=3
dén del nimero de afios de educacion E,donde 2. f(x)= x+1’ ge) = Aa A 5

I=pg(E)=T202 + 029F%8
Determine (f= g)(E). ;Qué eslo que describe esta funci6n?

@) 5(—2) ®) (g° F)(-10)
“_;!23. flxy=x¥3 g(x)=x2 -8

Determine los valores indicados para las funciones f y g dadas en los @) (f2)(T) ) (g ° £)(3.75)

problemas 21 a 24. Redondee las respuestas a dos decimales.

B _ 5 _ 2
8. f)= 5380 =3

B2 f(x) = (ax — 137, g(x) = 0.262 —4x +3 @) (f = £)(73) B) (f °8)(-417)

@ (f +g)4.5) M) (f=e)-2)

OBJETIVO

11.4 Funciones inversas

Introducir las funciones inversas, sus
propiedades y usos.

A ADVERTENCIA

No confunda -1, la inversa de f,
1 . e
y - el reciproco multiplicativo

de f. Desafortunadamente, la
nomenclatura para las funciones
inversas interfiere con el uso
numérico de {—)~". Por lo general,

: 1
7 (x)es diferente deTt'.i} -
Por ejemplo, I-1=1 (F:;uesto qﬁe
Io] =1 antonces I"Y{x)=1x,

r ]f - L ..l
pE‘.DT.II—m—I.

fx)

Asf como —g es el nimero para el cual:
a+(—a)=0=(-a)+a
y,para a # 0,a ' es el niimero para el cual:
aal=1=g"%

entonces, dada una funcién f,cabe preguntarse acerca de la existencia de una funcién g
que satisfaga:

frp=T=guf (Y
donde I es la funcién identidad, que se explicé en el fragmento titulado “composicién”
de la seccién 11.3, y dada por I(x) = x. Suponga que se tiene g como se indicé antes, y
una funcidn s que también satisface (1) de manera que:

feh=I=hef
Entonces:
h=heI=he(fog) =(h-fleg=T-g=¢
muestra que hay, miximo, una funcién que satisface los requerimientos de gen (1). En
la jerga matematica, g estd determinada de forma tnica por £y, por lo tanto, se le da un
nombre,g = f~1,lo cual refleja su dependencia de f. La funcién f~! se lee como f inversa
y se llama la inversa de f.

Elinverso aditivo —a existe para cualquier nimero a; el inverso multiplicativo a™*
existe precisamente sia # (. La existencia de f~' impone a una funcién f un fuerte re-
quisito, puede mostrarse que f ' existe siy s6lo si, para toda a y b,siempre que f(a) = f(b),
entonces @ = b. Es 1til pensar que una f asi puede cancelarse (a la izquierda),

Una funcién fque satisface:
paratodaayb,si f(a) = f(b), entonces a =25

se llama una funcién uno a uneo,

De este modo, puede decirse que una funcidn tiene una inversa precisamente si es uno
auno, Una forma equivalente de expresar la condicién de uno a uno es:

paratodaayb,si a+# b, entonces f(a)# f(b)

asi que entradas distintas dan lugar a salidas diferentes, Observe que esta condicién no
se cumple para muchas funciones simples. Por ejemplo si f(x) = x% entonces f(—1) =
(-1)*=1 =(1)>= f(1) y —1 +# 1 muestra que la funcién cuadrética no es uno a uno. De
manera similar, f(x) = [x|no es uno a uno.

En general, el dominio de f ' es el rango de fy el rango de f ' es el dominio de f.
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Aqui debe hacerse notar que (1) es equivalente a
) =x=ff(x) 2)

La primera ecuacién se aplica para toda x en el dominio de f~'y la segunda ecuacién es
aplicable para toda x en el dominio de f. En general, el dominio de ', que es igual al
rango de f,puede ser muy diferente al dominio de f.

@ EJEMPLO 1 Inversas de funciones lineales

De acuerdo con la seccidn 11.2, una funcién de la forma fix) = ax + b,donde a # 0, es
una funcién lineal. Muestre que una funcién lineal es uno a uno. Encuentre la inversa de
fix) = ax + b y muestre que también es lineal.

Solucién: Suponga que f(u) = f(uv), esto es

au+b=av+b 3)
Para mostrar que fes uno a uno, debe comprobarse que de esta suposicion se sigue que
u = v, Al restar b de ambos lados de (3) se obtiene au = ay de donde se sigue que u = v

al dividir ambos lados entre a (se supone que a # (). Como fse obtuvo tras multiplicar
primero por a y luego sumar b, es de esperarse que el efecto de fpueda eliminarse al

x—bh
restar primero b y dividir después entre a. Entonces, considere g(x) = — Se tiene:

(f=g)x) = f(gx)) =a

x—b

= +b=(x-d)+b=x

(ax+b)—b _ax _
a

(g ° Nx) =g(flx) =

X

Como g satisface los requerimientos de (1), se deduce que ges la inversa de f. Esto es
= 1 =
i) = be " + ?b y la dltima igualdad muestra que f! también es una fun-

cidn lineal,

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 1 il

® EJEMPLO 2 Identidades para las inversas
Muestre que:

a. Si fy g son funciones uno a uno, la composicién f o g también es uno a uno y
(feg)" =glof™
b. Sifesuno auno (f 1) =f.

Solucion:

a. Suponga que (fe g)(a) = (f = g)(b),esto es flg(a)) = flg(h)). Como fes uno a uno,
g(a) = g(b). Dado que g es uno a uno, a = b y esto muestra que f° g es uno a
uno, Las ecuaciones:

(Fog) (g™ wf )= Folgeg )l F=Felnf i= fuf =]

EER e = Ry s e ST Ry = e
muestran que g* = ' es la inversa de f= g, lo cual, de manera simbélica, correspon-
dealaigualdad g7'of ' = (feg)™.
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b. En las ecuaciones (2) reemplace f por f~'. Al tomar g como fse muestra que las
ecuaciones (1) estdn resueltas, y de esto de obtiene ()™ = f.
e

® EJEMPLO 3 Uso de inversas para resolver ecuaciones

Muchas ecuaciones toman la forma fix) = 0, donde f es una funcién. Si f es una funcién
uno a une, entonces la ecuacion tiene x = f4(0) como dnica solucién.

Solucién: Si se aplica £ a ambos lados de f(x) = 0 se obtiene f}(f{x)) = £ 1(0) y
£(f(x)) = x muestra que x = £ '(0) es la tinica solucién posible. Como f{f (0)) = 0,
£71(0) es realmente una soluci6n.

® EJEMPLO 4 Restriccion del dominio de una funcién

Puede suceder que una funcién f cuyo dominio sea el natural, que consiste en todos los
mimeros para los cuales la regla de definicién tiene sentido, no sea uno a uno, y aiin asi
pueda obtenerse una funcién g uno a uno al restringir el dominio de f.

Solucion: Se ha mostrado que lafuncidn f(x) = x> no esuno a uno, pero la funcién g(x) =
22 donde el dominio explicito dado como [0, 00) si 1o es, Como (/X)2 = x y Va2 =x,
para x = (), se sigue que v/ es la inversa de la funcién cuadritica restringida g. A conti-
muacién se presenta un ejemplo més artificial. Sea f(x) = |¥| (con su dominio natural).
Sea g(x) = |x| en donde el dominio esti dade explicitamente como (—oo, —1) U [0,1]. La
funcién ges uno a uno y por ende tiene una inversa.

@ EJEMPLO 5 Determinacién de la inversa de una funcién

Para determinar la inversa de una funcién funo a uno, resuelva la ecuacion y = f(x) para x
en términos de y para obtener x = g(y). Entonces f'(x) = g(x). Para ilustrar, encuentre
fx)sif(x) =(x— 10 parax =1

Solucién: Sea y = (x — 1)% para x = 1. Entonces x — 1 = /y y, por lo tanto,
x¥=+y + 1. Sesigue que f(x) = yx+ 1,

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA S | i

Encuentre la inversa de la funcién dada en los problemas 12, $7r? =100

Laé6. 13. Funcién de demanda La funcion:

oflx)=3x+7 2 gx)=2x+1 1200 000

3 Flx)=1ix-7 4. f(x)=(dx — 57, para x =3 P= )= q gt

*5. A(r)=wr’,parar =0 6. V(r) = §or? expresa el sueldo p de una actriz, por pelicula, como una

En los problemas 7 a 10, determine si la funcidn es uno a uno o no.

T flx)=5x+12

funcion del nimero de peliculas g que protagoniza. Exprese
el niimero de cintas en las que actiia, en términos de su sueldo
por pelicula. Muestre que la expresién es una funcién de p.
Muestre que la funcién resultante es inversa a la funcién que

8. g(x)=(5x+12)
9. h(x) =(5x +12)% parax = -2
10. F(x) = |x 9|

Resuelva cada ecuacidn de los problemas 11 y 12, mediante la deter-
minacion de una funcién inversa.

11, (4x —5)7 =23, parax =3

especifica a p en términos de g.
14, Funcion de oferta La funcion de la oferta semanal de una
libra de café, la mezcla de la casa en una cafeteria, es:

p=p(q)=% g=10

donde g esla oferta de café en libras por semana, y p es el pre-
do por libra. Exprese ¢ como una funcién de p y demuestre la
relacién entre las dos funciones.
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11.5 Graficas en coordenadas rectangulares

Graficar ecuaciones y funciones en coordenadas
rectangulares, determinar intersecciones,
aplicar la prueba de |a recta vertical y la recta

horizontal, y determinar el

dominio y rango

de una funcidn a partir de una gréfica.

., Origen

El sistema de coordenadas rectangulares permite especificar y localizar puntos en un
plano, También proporciona una manera geométrica de representar ecuaciones de dos
variables, asi como funciones.

En un plano se trazan dos rectas de nimeros reales, llamadas ejes de coordenadas,
perpendiculares entre si, de modo que sus origenes coincidan, como en la figura 11.7. Su
punto de interseccion se llama origen del sistema de coordenadas, Por ahora se llamar4
ala recta horizontal eje x y a la vertical gje y. La distancia unitaria sobre el eje x no ne-
cesariamente es la misma que la del eje y.

El plano en el que se encuentran los ejes de coordenadas se llama plano de coor-
denadas rectangulares o simplemente, plano x, y. Todos los puntos que contiene pueden
marcarse para indicar su posicién, Para marcar el punto Penla figura 11.8(a), se trazan
lineas perpendiculares al eje x y al eje y, que pasen por el punto F Dichas lineas cruzan los
ejesen 4 y 2, respectivamente. Por lo tanto, P determina dos nimeros, 4 y 2, entonces se
dice que las coordenadas rectangulares de P estdn dadas por el par ordenado (4,2). La
palabra ordenado es importante, En la figura 11.8(b), el punto correspondiente a (4, 2)
no es el mismo que para (2, 4):

(4,2) =(2,4)

.4 ¥
(2,4)

- 42024

P(4,2)

¢ (4,2)

o [ ——

----1(4,2)

FIGURA 11.7

FIGURA 11.9 Coordenadas de P

FIGURA 11.10 Coordenadas de puntos,

Ejes de coordenadas.

1

1

i
4

B =
¥
-

|15 S

(a)
FIGURA 11.8 Coordenadas rectangulares.

(b)

En general, si Pes un punto cualquiera, entonces sus coordenadas rectangulares se
determinan por un par ordenado de la forma (g, b). (Vea la figura 11.9), Se llama g a la
abscisa o coordenada x de P,y a b la ordenada o coordenada y de P,

De esta manera, cada punto en un plano coordenado puede asociarse exactamente
con un par ordenado (a, ) de nlimeros reales, Asimismo, es claro que cada par orde-
nado (g, b) de nimeros reales puede asociarse exactamente con un punto en ese plano.
Como existe una correspondencia uno a uno entre los puntos en el plano y todos los
pares ordenados de niimeros reales, se hace referencia al punto P con coordenada x, g,
y coordenada y, b, simplemente como el punto (a, b), 0 como P(a, b). Ademis, se usan
las palabras punfo y par ordenado en forma intercambiable.

En la figura 11.10 estén indicadas las coordenadas de varios puntos. Por ejemplo, el
punto (1, —4) estd localizado una unidad a la derecha del eje v, y cuatro unidades por
debajo del eje x. El origen es (0, 0). La coordenada x de todo punto en el eje yes 0,y la
coordenada y de todo punto sobre el eje x es 0.

Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes (fi-
gura 11.11). Por ejemplo, el cuadrante 1 consiste en todos los puntos (x,, y,) en donde
x, =0y y, =0. Los puntos sobre los ejes no estin en ningiin cuadrante.

Con el uso de un sistema de coordenadas rectangulares, pueden representarse
geométricamente ecuaciones de dos variables, Por ejemplo, considere:

y=22+2%-3 80

Una solucién de esta ecuacién es un valor de x yuno de y que hagan verdaderaa la
ecuacion, Por ejemplo, six = 1, al sustituir en la ecuacién (1) se obtiene:

y=14+2(1)-3=0
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¥

Cuadrante IT Cuadrante I

(x5, *(x, 1)
x3<0,y2>0 un=0y=0

= ¥

Cuadrante II1 Cuadrante IV

» (X3, 33) (x4 70)
J:S-':l]‘ys{'ﬂ X =0,y,=0

FIGURA 11.11 Cuadrantes.

Con frecuencia sdlo se dice que
la interseccién y es —3y las
intersecciones x son -3y 1.

2| & y ¥
4| 5 L i

- 5 = » -
3| 0 = =
2| -8 i i

[ y=x2+2x—3

=1 | —4 = L

R (O C | i T T L1 o
o |-3 -4 -2 2 . P 1 \\-.

P
1 i] B Interseccion x Interseccidn x
3 -
2 5 s -4 _‘\\“]['I[C'.'.'is.‘l.'("lt"ﬂ ¥
(a) (b) ()

FIGURA 11.12 Graficando de y = x* + 2x - 3.

Asi, una solucién es x = 1,y =0, De manera similar,

six=—2 entonces y= (-2 +2(-2)-3=-3
yentonces x = —2,y = —3, también es una solucién, Al seleccionar otros valores para
x,se obtienen més soluciones [vea la figura 11.12(a)]. Debe quedar claro que existe una
cantidad infinita de soluciones para la ecuacién (1).

Cada solucién da origen a un punto (x, y). Por ejemplo,a x =1y y = 0 le corres-
ponde (1, 0), La grifica de y = * + 2x — 3 es la representacién geométrica de todas
sus soluciones, En la figura 11.12(b) se han graficado los puntos correspondientes a las
soluciones dadas en la tabla,

Como la ecuacién tiene un niimero infinito de soluciones, parece imposible determi-
nar su grifica con precision. Sin embargo, sélo es de interés la forma general de la grafica.
Por esta razon se grafican suficientes puntos de modo que pueda inferirse su forma (las
técnicas de cdlculo hace que esta “inferencia”sea mucho més clara). Después se unen esos
puntos por medio de una curva suave siempre que las condiciones lo permitan, Al hacer
esto se obtiene la curva de la figura 11.12(c). Por supuesto, entre més puntos se marquen,
mejor serd la grifica, Aqui se supone que la grifica se extiende de manera indefinida ha-
cia arriba, lo cual se indica con la flechas.

Elpunto (0, —3) donde la curva interseca al eje y se llama interseccidn y. Los puntos
(—=3,0) v (1, 0) en donde la curva interseca al eje x se llaman las intersecciones x. En
general, se tiene la definici6n siguiente,

DEFINICION
Una interseccidn x de la gréfica de una ecuacién en x y y es el punto donde la gréfica
interseca al eje x. Una interseccidn yes el punto donde la grifica interseca al eje y.

Para encontrar las intersecciones x de la gréfica de una ecuacién en x y y, primero
se determina que y = 0 y se resuelve para x la ecuacién resultante, Para encontrar las
intersecciones y, primero se establece que x = 0 y se resuelve para y. Por ejemplo, para
la grafica de y = x* + 2x — 3, se desea determinar las intersecciones x. Sea y = 0, al
resolver para x se obtiene:

0=x"+2¢-3
0=x+3)x-1)
x=-31

Asi, las intersecciones x son (=3, 0) y (1, 0), como se vio con anterioridad. 8i x = 0,
entonces:

y=F+2(0)-3=-3
De modo que (0, —3) es la interseccién y, Tenga en mente que para una interseccién x
su coordenada y es igual a 0, mientras que para una interseccién y su coordenada x es
igual a 0. Las intersecciones son fitiles porque indican con precisién donde interseca la
grifica a los gjes.



PRINCIPIOS EN PRACTICA 1

INTERSECCIONES Y GRAFICA

Rachel ha ahorrado $7 250 para su
educacidn universitaria. Planea gas-
tar $600 por mes de esta cuenta. Es-
criba una ecuacién que represente
la situacion e identifique las inter-
secciones con los ejes.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 2

INTERSECCIONES Y GRAFICA

El precio de admisién a un parque
de diversiones es de $24.95. Este
pago permite al cliente utilizar to-
das las atracciones del parque tan-
tas veces como quiera. Escriba una
ecuacion que represente la relacion
entre el nimero de juegos x que el
diente utiliza, y el costo de admi-
sion y para ese cliente. Describa la
grafica de esta ecuacién e identifi-
que las intersecciones con los ejes.
Suponga que x > 0.
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® EJEMPLO 1 Intersecciones y grafica

Determine las intersecciones x y y de la grifica de y = 2x + 3 y haga el bosquejo de su
grifica.
Solucién: Si vy = 0, entonces: 3

0=2x+3 demodoque x= ~5

Asf, la interseccién x es (—3,0). Si x = 0, entonces:
y=20)+3=3

De modo que la interseccién v es (0, 3). La figura 11,13 muestra una tabla de otros pun-
tos sobre la grifica y un bosquejo de ésta.
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA S

¥F=2x+3

=— Interseccidn y
Interseccidon x |
..1 L1
11 /1 [

[ ¥ 3 0 4 2 5 1 7 | =2k

rafis
rafe
|
b
.
|
[
58]
|
b

X |-

FIGURA 11.13 Grificadey =2x + 3.

® EJEMPLO 2 Intersecciones y grafica

100
Determine las intersecciones, si las hay, de la grifica de s = 5 7 haga un bosquejo de
la grifica.

Solucion: Para trazar la gréfica se marcard el eje horizontal con ¢ y el eje vertical con s
(figura 11.14). Como ¢ no puede ser igual a 0 (la divisién entre 0 no estd definida), no
existe interseccién con el eje 5. Asi, la gréfica no tiene un punto correspondiente at = 0.
Ademds, no existe interseccidn con el eje ¢, puesto que si s = 0, entonces la ecuacién
1
s
t
no tiene solucién. Recuerde, la Ginica forma en que una fraccién puede ser () es con un
numerador que valga 0. En la figura 11,14 se muestra la gréfica, En general, la gréfica
de s = kit,donde k es una constante diferente de 0, corresponde a una hipérbola rec-

tangular.
& AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 11 (il

I PO S | I T e,
20 40
No hay

mtersecciones

T 1.1

FIGURA 11.14 Grificades = 2
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x=3 -
_— Interseccion x

[

3

X

FIGURA 11.15 Grificade x =3.

£6x)
3 -
2|
ik fx) =&
i 1 | ‘I.* 1 | | 1 é x

fix)| 0

FIGURA 11.16 Grifica de f(x) = /X.

PRINCIPIOS EN PRACTICA 3

GRAFICA DE LA FUNCION VALOR
ABSOLUTO

Brett rentd una bicicleta en una tien-
da de alquiler condujo a una velo-
cidad constante de 12 mi‘h durante
2.5 horas a lo largo de una pista y
después regresd por el mismo cami-
no. Grafique la funcién tipo valor
absoluto para representar la distan-
da recorrida desde el negocio de al-
quiler, como una funcién del tiempo
en el dominio apropiado.

® EJEMPLO 3 Intersecciones y grafica
Determine las intersecciones de la grifica de x = 3, y bosqueje la gréfica.

Solucion: Puede pensarse en x = 3 como una ecuacién en las variables x y v, si se es-
cribe como x =3 + Oy. Aqui y puede tomar cualquier valor, pero x debe ser igual a 3,
Forque x = 3 cuando y = 0, la interseccidn x es (3,0). No existe interseccién y, puesto
que xno puede ser (. (Vea la figura 11.15). La grifica es una recta vertical.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 13 | i

Cada funcion f da lugar a una ecuacidn, a saber y = f{x), 1a cual es un caso especial
de las ecuaciones que se han estado graficando. Su grifica consiste en todos los puntos
(x,f(x)),donde x estd en el dominio de f. Los ejes verticales pueden etiquetarse como y
o f(x),donde fes elnombre de la funcién, y se denomina eje de los valores de Ia funcién.
Suele etiquerarse el eje horizontal con la variable independiente, pero tome en cuenta que
los economistas etiquetan el eje vertical con la variable independiente. Observe que al
graficar una funcidn se obtienen las “soluciones” (x, ¥) que hacen verdadera la funcién
y = f(x). Para cada x en el dominio de f se tiene exactamente una y,que se consiguié al
evaluar f{x). El par resultante (x, f(x)) es un punto sobre la grifica y éstos son los tinicos
puntos sobre la grafica de la ecuacién y = f(x).

Una observacién geométrica ttil es que la grifica de una funcién tiene cuando
mucho un punto de interseccién con alguna recta vertical en el plano. Recuerde que
la ecuacidn de una recta vertical necesariamente es de la forma x = a,donde aes una
constante. Si a no estd en el dominio de la funcién f, entonces x = a no intersecaré la
gréfica de vy = f(x). 8i a estd en el dominio de la funcién f entonces x = g intersecaré
la gréfica de y = f(x)enel punto (a, f(a)) y s6lo ahi,Y viceversa, si un conjunto de pun-
tos en el plano tiene la propiedad de que cualquier recta vertical interseca al conjunto al
menos una vez, entonces el conjunto de puntos es en realidad la gréfica de una funcitn
(el dominio de la funcidn es el conjunto de todos los niimeros reales a que presentan la
propiedad de que la linea x = a interseca el conjunto de puntos dado, y de que para tal
a el valor funcional correspondiente es la coordenada y del dnico punto de interseccidn
de la linea x = ay el conjunto de puntos dado). Esta es la base de la prueba de la recta
vertical que se analizard después del ejemplo 7.

® EJEMPLO 4 Gréafica de la funcién raiz cuadrada

Haga la grifica de f(x) = /%
Solucidon: La gréfica se muestra en la figura 11.16. Se marca el eje vertical como f(x).
Recuerde que +/X denota la raiz cuadrada principal de x. Asi, f(9) = v9 =3, no +3,
Tampoco pueden elegirse valores negativos de x, puesto que no se desean nlimeros
imaginarios para /. Esto es,debe tenerse x ( ) 0. Ahora se considerarédn las interseccio-
nes. 8i f(x) = 0, entonces /X = 00 x = 0. También, si x = 0, entonces f(x) = 0. Asf, las
intersecciones x y y son las mismas, a saber, (0, 0).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 29 -

® EJEMPLO 5 Gréafica de la funcién valor absoluto

Grafique p = G(g) = |q}

Solucion: Se usa la variable independiente ¢ para marcar el eje horizontal. El eje de los
valores funcionales puede marcarse como G(g) o p (vea la figura 11.17). Note que las
intersecciones ¢ y p se ubican en el mismo punto (0, 0).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 31 @i

DEFINICION
Una rafz de una funcién fes cualquier valor de xpara el cual f(x) = 0.
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FIGURA 11.18 Raices de una funcidn.

Por ejemplo, una rafz de la funcién f(x) = 2x — 6 es 3 porque f(3) =2(3) — 6 =0,
Aqui, 3 se llama rafz real, puesto que es un niimero real. Se observa que las raices de
f pueden encontrarse al establecer f(x) = 0 y resolver para x. Asi, las raices de una
funcién son precisamente las intersecciones x de su grifica, ya que es en estos puntos

donde f(x) = 0.

Para ilustrarlo, en la figura 11.18 se muestra la gréifica de la funcién de y = f(x) =
x* = 2x — 3. Las intersecciones x de la grificason —1y 3.Asi, —1 y 3 son raices de f,o0 de
manera equivalente,—1 y 3 son las soluciones de la ecuacién x* — 2x —3 =0,

flx) =0

flx)=x-3x+1=0

Después se grafica fy luego se estiman las intersecciones
x,ya sea con el uso de zoom y trace o por medio de la ope-
racién de extraccién de raices (vea la figura 11,19). Obser-
ve que se define la ventana para —4d=x=4y-5=y =35,

Para resolver la ecuacién x* = 3x — 1 con una calculadora
graficadora, primero se expresa la ecuacién en la forma

—3
FIGURA 11.19 Las raices de x* = 3x + 1 = (0 son aproximada-
mente —1.88, 0,35 y 1.53.

La figura 11,20 muestra la gréifica de una funcién y = f(x). El punto (x,f(x)) implica
que al nimero de entrada x en el eje horizontal le cotresponde el niimero de salida f(x)
en el eje vertical, como lo indica la flecha. Por ejemplo, a la entrada 4 le corresponde la
salida 3, de modo que f(4) = 3.

A partir de la forma de la gréfica, parece razonable suponer que para cualquier
valor de x existe un niimero de salida, de modo que el dominio de fconsiste en todos los
nfimeros reales. Observe que el conjunto de todos los puntos en la coordenada y en la

grifica se compone del conjunto de todos los nlimeros no negativos.

Rango: |
today =0 |

flx)

fl4)=3

J

(x f(x))

Domanio: todos los nliimeros reales

4

X

FIGURA 11.20 Dominio,rango v valores de la funcién,
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~ 1F s = Ft)
Rango: | \ /__ 2
~l=zs<1 | 1 2\:1/4
- _1 =
" . )
Dominio: ¢t = 0

FIGURA 11.21 Dominio, rango y valores
funcionales,

&TECNDLDGiA|

Asi, el rango de fes toda y = 0. Esto muestra que puede hacerse una deduccién
acertada acerca del dominio y rango de una funcién al examinar su gréfica. En general,
el dominio consiste en todos los valores x que estdn incluidos en la grifica, y el rango son
todos los valores v en esa grédfica. Por ejemplo, la figura 11,16 implica que el dominio y
el rango de f(x) = +/x son todos los niimeros no negativos, A partir de la figura 11.17
queda claro que el dominio de p = G(g) = |g| son todos los nimeros reales y que el
rango es toda p = 0,

@ EJEMPLO 6 Dominio, rango y valores de la funcién

La figura 11.21 muestra la grifica de una funcién F. Se supone que la grifica se repite
indefinidamente a la derecha de 4, Entonces el dominio de Fes toda ¢ = 0, El rango es
—1 =5 = 1. Algunos valores que toma la funcién son:

F0)=0 Fl)=1 F@2)=0 FB3)=-1

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA S @i

cién “minimum?”,

Con el uso de una calculadora graficadora puede estimar- 5
se el rango de una funcién, La gréfica de

fx)y=6x*-81°+1

se muestra en la figura 11.22. El punto més bajo en la gri- 2| . . |2
fica corresponde al valor minimo de f(x), y el rango estd Su
compuesto de todos los nimeros reales mayores o iguales
a este minimo, Puede estimarse el valor minimo para y, ya -3

sea con el uso de trace y zoom o al seleccionar la opera- FIGURA 11.22 El rango de f{x) = 6x* — 812 + 1 es aproxima-

24884 |Y¥=-1.10iB91

damente [—1.10, 0o).

PRINCIPIOS EN PRACTICA 4

GRAFICA DE UNA FUNCION
DEFINIDA POR PARTES

Para alentar el ahorro, una com-
pafiia de gas cobra dos tarifas. Los
dientes pagan $053 por termia
{1 millén de calorias) para un con-
sumo que va de 0 a 70 termias, y
$0.74 por cada termia por encima
de 70. Grafique la funcién definida
por partes que representa el costo
mensual de ¢ termias de gas.

® EJEMPLO 7 Grafica de una funcién definida por partes
Grafique la funcién definida por partes.

x si0=x<3
f(x)=!x—1 sid=x=S5
[ 4 sis5<x=7

Solucion: El dominio de fes 0 = x = 7. Se presenta la grifica en la figura 11.23, donde
el punto que no estd relleno significa que éste no se incluye en la gréfica. Observe que el
rango de fse compone de todos los niimeros reales ytalesque 0 = y = 4,

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA3S | @

xr sil=x<3

4 flix)=< x—1 sid=x=<35
Rango: | n B 4 gifS<x=7

D=y=4]| 2

5 ;
Dominio: 0 < x <

X 0 1 2 3 4 5 [ T

fixyl ¢ |1 2|23 |4 4] 4

FIGURA 11.23 Grifica de una funcidn definida por partes.
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Existe una manera ficil de determinar si una curva es o no la grifica de una funcién,
En la figura 11.24(a) observe que la x dada est4 asociada con dos valores de y: y, y v,
Por lo tanto, la curva no es la grifica de una funcién de x. Visto de otra manera, se tiene
la siguiente regla general llamada prueba de la recta vertical, Si una recta vertical L
puede dibujarse de modo que interseque a una curva en dos puntos al menos, entonces
la curva no es la grifica de una funcién de x. Cuando no puede dibujarse dicha recta
vertical, la curva sf es la gréfica de una funcién de x. En consecuencia, las curvas de la
figura 11,24 no representan funciones de x, pero las de la figura 11.25 si,

~Doys salidas para
¢ una entrada

FAGURA 11.24 y no es una funcion de x.

ol

(a)

¥ ¥ ¥

;ﬁu 9 _,rﬂ\ X X i

FIGURA 11.25 Funciones de x.

® EJEMPLO 8 Una grafica que no representa una funcién de x
Grafique x = 2",

Solucion: Aqui es mds ficil seleccionar valores de ¥, y después encontrar los correspon-
dientes a x. En la figura 11,26 se muestra la grafica. Por medio de la prueba de la recta
vertical, la ecuacién x = 2y? no define una funcién de x.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 39 (i

Después de haber determinado si una curva es la grifica de una funcién, quizé
mediante la prueba de la recta vertical, existe una forma ficil de decir si la funcién
en cuestién es uno a uno. En la figura 11.20 se observa que fi4) = 3 y, en apariencia,
también f(—4) = 3, Como los valores de entrada diferentes —4 y 4 producen la misma
salida, la funcién no es uno a uno. Visto de otra manera, se tiene la siguiente regla gene-
ral, llamada la prueba de la recta horizontal. Si puede dibujarse una recta horizontal L
que interseca la grifica de una funcién en dos puntos al menos, entonces la funcién ne
es uno a uno, Cuando no se puede dibujar tal recta horizontal, la funcién es uno a uno.

¥

x=27
3
x 0| 2 2 8 8 |18 | 18 1 ;

10 20

X

FIGURA 11.26 Grifica de x = )%
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Ejercicios 11.5

En los problemas 1 y 2, localice y marque cada uno de los puntos
dados y, si es posible, indique el cuadrante al gue pertenece cada
punto.

L (27,6, -3, (—5, 2,00

2 {_41 5)1 {31 0): {11 l)t [ut _'5)
3. Enlafipura 11.27(a) se muestra la grifica de y = f(x).
(a) Estime £(0),f(2), f(4) yf(=2).
{b) ;Cuail es el dominio de f?
(e} ;Cudles el rango de 7
{d) ;Cuadl es una raiz real de f7?
4. Enlafigura 1127(b) se muestra la grafica de y = f(x).
(a) Estime f(0) y f(2).
(b) ;Cuadl es el dominio de f?
(c) ;Cuidles el rango de 7
(d) ;Cu4l es una raiz real de f?

¥ ¥
3 / P
2k ¥ =f(x)
= f{x)
I..—-""—--’-J | ? 1 ‘x._x \ = x
—2 2 4 2
(a) (b)

FIGURA 11.27 Diagrama para los problemas 3y 4,

#5, Enlafigura 11.28(a) se muestra la gréifica de y = f(x).
(a) Estime £(0), (1) y f(—1).
{(b) ;Cuil es el dominio de f?
(<) ;Cudl es el rango de f?
{d) ;Cudl es una raiz real de f7?

6. Enlafigura 11.28(b) se muestra la grifica de y = f(x).

(a) Estime £(0),£(2), f(3) y f(4).
(b) ;Cuél es el dominio de f?
{c) ;Cuadl es el rango de 7
(d) ; Cudl es una rafz real de f?

¥ ¥

3_
» = £ " /
i 1 1 /

=X

(a) (b)
FIGURA 11.28 Diagrama para los problemas 5y 6.

En los problemas 7 a 20, determine las intersecciones de la grifi-
ca de cada ecuacién y haga su bosguejo. Con base en la grifica,
responda: jes yuna funcidn de x? Si es asi, ;se trata de una
funcidn uno auno? ;Cudl es su dominio y cudl su rango?

7 y=2x
M, y=3x—§

B y=x+1
10, y=3- 2x

1L y=x* . y=%

13, x =0 4 y=a4?- 16
18 y=x° 16, x =9

17, x = - 18 x* =y

19, 2x+y—-2=0 20 x+y=1

En los problemas 21 q 34, grafigue cada funcién y determine su
dominio y rango. También determine las intersecciones.

2L 5= f() =41 22, f(x)=5-2%

23, y=h(x) =3 24, g(s) =17

25 y=h(x)=x>—dx+1

2. y=f(x)=x"+2x— 8

28. p=h(g)=1+29+¢*

29, 3= f) = vIT—9

30. F{r}=—;

3L f(x)=[2x— 1

32 v=H(u)=u— 3|

16

2

My = fx)= —
yoI®=33

33 F(n) =

En los problemas 35 a 38, grafigue cada funcién definida por par-
tes y defermine su dominio y rango.

p+1 si0=p <7

We=pn) ”{ 5 sip=7

_f 3x+2 si—1=x<3
3. ‘ﬂ“)_{zﬂ—xz six =3
x+6 sx=3
H.g{x)={ x? six<3

x+1 si0<x=3
38, f(x)= 4 sid<x=5
x—1 six>5

*39. ;Cudles de las gréficas de la figura 11.29 representan funcio-

nes de x?
¥ ¥
k‘ s ;('\\lur\ L f
(a) (b)
¥ ¥
x —
(c) (d)

FIGURA 11.29 Diagrama para el problema 39.



40, ;Cudles de las gréficas de la figura 11,30 representan funciones
de x uno auno?

¥ ¥
LL‘ x X
(a) (b)

¥ y

(c) (d)

FIGURA 11.30 Diagrama para el problema 40,

41, Pagos deunadenda Taratiene cargos por $2400 en sus tarje-
tas de crédito. Planea liquidarlas por medio de pagos mensua-
les de $275. Escriba una ecnacién que represente el monto de
su deuda, excluyendo los cargos financieros, después de haber
hecho xpagos, e identifique las intersecciones con los ejes,

42, Determinacién de precios Para alentar un flujo constante
de clientes, un restaurante varia el precio de cierto platillo a
lo largo del dia. De 6:00 pm. a 8:00 p.m. los clientes pagan el
precio completo, En el almuerzo, de 10:30 a.m. hasta las 2:30
pm.,, pagan la mitad del precio. De 2:30 p.m, hasta las 4:30 p.m.,
los clientes obtienen un dolar de ahorro del precio del almuer-
zo. De 4:30 pm. hasta las 6:00 p.m. obtienen $5.00 de ahorro
con respecto al precio de la cena. De 8:00 p.m. hasta el cierre,
alas 10:00 p.m., se concede a los clientes $5.00 de ahorro con
respecto al precio de la cena. Grafique la funcién definida
por partes para representar el costo del platillo a lo largo del
dia para un precio de cena de $18.

43, Programade oferta De acuerdo con el siguiente programa
de oferta (vea el ejemplo 6 de la seccidn 11.1), grafique cada
pareja cantidad-precio; seleccione el eje horizontal para las
cantidades posibles, Aproxime los puntos entre los datos por
medio de una curva suave. El resultado es la curva de oferta.
Con base en la grifica, determine la relacién entre el precio y
la oferta (es decir, jqué le pasa a la cantidad ofrecida a medida
que se incrementa el precio?). ; Es el precio por unidad una
funcién de la cantidad ofrecida?

Cantidad ofrecida por semana, g Precio por unidad, p

30 $10
100
150

190
210

2888

44, Programade demanda La tablasiguiente se conoce como
programa de demanda. Indica la cantidad de 1a marca X que
los consumidores demandan (esto es, compran) cada semana
acierto precio (en délares) por unidad. Grafique cada par
precio-cantidad; seleccione el eje vertical para los precios po-
sbles, y una los puntos con una curva suave. De esta manera,
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se aproximan los puntos entre los datos dados. El resultado se
lama curva de demanda. Con base en la grifica, determine la
relacién entre el precio de la marca X y la cantidad que serd
demandada (es decir, ;qué le pasa a la cantidad demandada
amedida que el precio disminuye?). ;Es el precio por unidad
una funcion de la cantidad demandada?

Cantidad demandada,q Precio por unidad, p
5 $20
10 10
20 5
23 4

45, Inventaric Haga un bosquejo de la grifica de

—100x + 1000 si0=x<7
y=f(x)=4 —100x +1700 si7 =x < 14
—100x +2400 sild=x< 21

Una funcién como €sta podria describir el inventario y de una
compafiia en el tiempo x.

46. Psicologia En un experimento psicoldgico sobre informacién
visual, un sujeto observé brevemente un patrén de letras y
después se le pidié que recordara tantas letras como le fuese
posible. El procedimiento se repiti6 varias veces Suponga que
yes el niimero promedio de letras recordadas de patrones con
x letras, La gréfica de los resultados se ajusta aproximadamen-
te ala grdfica de

x sil=x=4
y= f{x}={ lIx+2 sidcx=5
45 sid<x=12

Grafique esta funcién.®

En los problemas 47 a 50, utilice una calculadora graficadora para
determinar todas las rafces reales de la ecuacién dada. Redondee las
respuestas a dos decimales.

B 5 +7x=3

a8 P(x-3) =21

49, (9x+3.17 =74 —4x?

B x-2P=x%-3
En los problemas 51 a 54, utilice una calculadora graficadora para

determinar todas las ralces reales de la funcion dada. Redondee las
respuestas a dos decimales.
BsL f)=x>+5x+7
82, fxy =20 — 1563 + 2
Fs3 g =x 1762+ 2
54, p(x) = VA5 —x? 41

| %

E

En los problemas 55 a 57, utilice una calculadora graficadora para
determinar (a) el valor méximo de f(x) y (b) el valor minimo de
f(x) para los valores indicados de x. Redondee las respuestas a dos
decimales.

Flss, f)=x'—a1x3+x?+10 1=x=<4

GAdaptado de G R. Loftus y E. F. Loftus. Human Memory:The Processing
of Information (Nueva York: Lawrence Erlbaum Associates, Inc., distri-
buido por Halsted Press, Divisidn de John Wiley & Song, Inc., 1976).
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B =x21x2 -3 -P+1 -1=x=<1 XA
:56‘ fx) ig_f‘ P —» * 60. De la gréfica de f(x) = ﬁ.enmn&c (a) el rango de f
L5 fx) = Ix—35 BExp=S y (b) las intersecciones. (c) ;ftiene raices reales? Redondee los
588, A partir e la grfica de f(x) = VI3 11 A G valores adoslugamsgwmalcs.
(2) el rango y (b) lasintersecciones Redondee los valores a 6L Grafique f(x) = 4_§__.lx it 2 para 2= x =5, Determine (a) el
_ dos lugares decimales, / i X% -3 )
“|59. Conbase enla grifica de f(x) = 1 — 41> — x4 encuentre (a) el valor mdximo de f(x), (b) el valor minimo de f(x), (c) el rango
' valor méximo de f(x), (b) el rtango de fy (c) las raices reales defy (d) todas las intersecciones. Redondee los valores a dos
de f. Redondee los valores a dos lugares decimales. decimales.
OBJETIVO 11.6 Simetria
LN ]
Estudiar |a simetria con respecto al eje x, Examinar el comportamiento grifico de las ecuaciones es parte fundamental de las
al eje y y al origen, y aplicarlaen mateméticas. En esta secci6n se analizardn varias ecuaciones para determinar si sus
el trazado de curvas. grificas tienen simerria. El célculo es de gran utilidad en la graficacién, pues ayuda a
determinar la forma de la gréfica. Proporciona técnicas muy poderosas para establecer
si una curva “ondula” o no entre los puntos.
Considere la grifica de y = x*de la figura 11.31. La parte que se ubica a la izquier-
5 da del eje y es la reflexién sobre dicho eje de la parte de la derecha del mismo eje, y

viceversa. Con mayor precisién, si (a, b) es cualquier punto sobre la gréfica, entonces el
punto (—a, b) también debe pertenecer ala grifica. Se dice que esta gréfica es simétrica
con respecto al efe v,

DEFINICION
Una gréifica es simétrica con respecto al eje y, si y s6lo si (—a, b) estd en la grifica
cuando (a, b) lo esté.

—xp

AGURA 11.31 Simetria
con respecto al eje y, ® EJEMPLO 1 Simetria con respecto al eje y

Utilice la definicién anterior para demostrar que la grifica de y = x* es simétrica con
respecto al eje .

Solucién: Suponga que (a,b) es cualquier punto de la gréfica de y = x%. Entonces:

b=a
Debe mostrarse que las coordenadas de (—a, b) satisfacen y = x* Pero
(—a)l=a=0b

muestra que esto es cierto, Asi se ha probade con dlgebra simple lo que la imagen de la
gréfica permitia suponer: la gréfica de y = x* es simétrica con respecto al eje y.

ot

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 7 | il

(x, ¥) Cuando se prueba la simetrfa en el ejemplo 1, (a, b) pudo haberse utilizado cualquier
/ punto sobre la gréfica. Por conveniencia, de aqui en adelante se escribir4 (x, y) para hacer
: 4 referencia a cualquier punto en la gréfica. Esto significa que una gréfica es simétrica con
k mwspecto al eje y, sial reemplazar x por —xen su ecuacion, resulta una ecuacion equivalente,

5. —y) Se muestra otro tipo de simetria mediante la grafica de x = y* en la figura 11,32, Aqui

la parte de la grafica que se localiza debajo del eje x es la reflexin respecto al eje x, de la
parte que se encuentra por arriba de éste, y viceversa. Si el punto (x, ¥) pertenece ala grafica,
FIGURA 11.32 Simetria entonces (x, —y) también pertenece a ella, Se dice que es smétrica con respecto al eje .

con respecto al eje x.

DEFINICION
Una gréfica es simétrica con respecto al eje x,siy s6lo si (x, —v) pertenece a la gra-
fica cuando (x, y) pertenece a ella,



FIGURA 11.33 Simetria con respec-
to al origen,
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Asi, la grifica de una ecuacién en x y y tendrd simetria con respecto al eje x,si al re-
emplazar y por —yresulta una ecuacién equivalente, Por ejemplo, al aplicar esta prueba
ala grifica de x = »?, se abserva que (—y)* = x si y sélo si y? = x, simplemente porque
(—¥)? = ¥2. Por lo tanto, la grafica es simétrica con respecto al eje x.

Se ilustra un tercer tipo de simetria, simefria con respecto al origen, mediante la
grifica de y = #° (figura 11.33). Siempre que el punto (x, y) pertenezca a la griéfica,
(=x —y) también pertenecerd a ella,

DEFINICION
Una gréfica es simétrica con respecto al origen si y sdlo si (—x, —y) pertenece a la
gréfica cuando (x, ¥) pertenece a ella.

Asi, la gréfica de una ecuacidn en x y y tendrd simetria con respecto al origen si
al reemplazar x por —x y y por —y, resulta una ecuacidén equivalente. Por ejemplo,
sise aplica esta prueba a la grafica de y = x°,que se mostré en la figura 11.33, se obtiene:

g Al
-y = —x3
G on

donde las tres ecuaciones son equivalentes, en particular la primera y la dltima, De
acuerdo con esto, la gréfica es simétrica con respecto al origen,

En la tabla 11.1 se resumen las pruebas para la simetria, Cuando se sabe que una
grifica tiene simetria, puede hacerse su bosquejo con menos puntos de los que, de otra
manera, serian necesarios.

TABLA 11.1 Pruebas para la simetria

Simetria con respecto al eje x Reemplace y por —y en la ecuacién dada. Es
smétrica si se obtiene una ecuacién equivalente.
Simetria con respecto al eje y Reemplace x por —x en la ecuacién dada. Es

simétrica si se obtiene una ecuacién equivalente.
Simetria con respecto al origen Reemplace x por —x y y por —y en la ecuacién dada.

Essimétrica si se obtiene una ecuacién equivalente.,
® EJEMPLO 2 Graficaciébn con intersecciones y simetria

1
Pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen de y = —. Después determine
las intersecciones y haga el bosguejo de la grifica. &

Solucién:

Simetria Con respecto al eje x: al reemplazar y por —yen y = 1/x, se obtiene:

= . esto es ——1
y x Y X

que no es equivalente a la ecuacién dada. Por lo tanto, la gréifica no es simétrica
con respecto al eje x.

Con respecto al eje y:al reemplazar x por —xen y = 1/x,se obtiene:
e estoes y=- -
- ¥ :

que no es equivalente a la ecuacion dada. De este modo la grifica no es simétrica con
respecto al eje y.

Con respecto al origen: al reemplazar x por —x y y por —yen y = 1/x,se obtiene:
1 1
—y—_—x esto es y—;

que es equivalente a la ecuacidn dada. En consecuencia, la grifica sf es simétrica
con respecto al origen,
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respecto al origen

¥

1

No hay intersecciones

x| F 121 ] 2|4
y |4 ]2|1]|%] %
FIGURA 11.34 Grificadey = 1,

Funciones y graficas

Intersecciones Como x no puede ser 0,la grifica no tiene intersecciones con el eje y.
Si yes0, entonces 0 = 1/x,pero esta ecuacién no tiene solucién, Por lo tanto, no existen
intersecciones con el eje x.

Andlisis Como no existen intersecciones, la gréfica no puede intersecar a ninguno de
los ejes. 8i x = 0, s6lo se obtienen puntos en el primer cuadrante. En la figura 11.34 se
muestra una parte de la gréifica en el cuadrante L. Por simetria, esa parte se refleja con
respecto al origen para obtener la gréifica completa.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 i ]

® EJEMPLO 3 G@Graficacién con intersecciones y simetria
Pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y v al origen de y = f(x) =1 — x*. Después
encuentre las intersecciones y haga el bosquejo de la grifica.
Solucién:
Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —yen y =1 — x4 se obtiene:
—y=1-x* estoes y=-1+
que no es equivalente a la ecuacién dada. Por lo tanto, la grifica no es simétrica con
respecto al eje x.
Con el eje y: al reemplazar x por —xen y = 1 — x* se obtiene:
y=1-(-x)* estoes y=1-x*
que es equivalente a la ecuacién dada, Por ende, la grifica si es simétrica con respecto
al eje v
Con el origen: al reemplazar x por —xy y por —yen y = 1 — x%,se obtiene:
—y=1—(—x)* estoes —y=1-—x* estoes y=-1+x*
que 1o es equivalente a la ecuacién dada. Asi, la grifica no es simétrica con respecto al
origen,

Intersecciones Para examinar las intersecciones con el eje x se establece que y =0 en

=1 — x* Entonces
2 1-x*=

(1-2)1+x)=0
Q-1+ +x*)=0
x=1 0 x=-1
Por tanto, las intersecciones x son (1,0) y (—1,0). Para examinar las intersecciones y, se
determina que x = 0. Entonces y = 1, por lo que (0, 1) es la tinica interseccién v,

Andlisis Sise grafican las intersecciones y algunos puntos (x,y) a la derecha del eje y,
puede hacerse el bosquejo de la gréfica completa mediante la simetrfa con respecto al
eje y (figura 11.35).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 S ]

¥
x| ¥ o
Interseccin y

T = TN
g |1 " F=fx)=1—x
1] 1
T | 1§

Interseccion x__
3 | 1 ~,
1 | 36 ‘ - x
-1 1\,

1|0 ~— Interseccidn x
3 | _8B
I i

El eje v es de simetria

FIGURA 11.35 Grificadey =1— x*
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Funciones y graficas

Intersecciones Como x no puede ser 0,la grifica no tiene intersecciones con el eje y.
Si yes0, entonces 0 = 1/x,pero esta ecuacién no tiene solucién, Por lo tanto, no existen
intersecciones con el eje x.

Andlisis Como no existen intersecciones, la gréfica no puede intersecar a ninguno de
los ejes. 8i x = 0, s6lo se obtienen puntos en el primer cuadrante. En la figura 11.34 se
muestra una parte de la gréifica en el cuadrante L. Por simetria, esa parte se refleja con
respecto al origen para obtener la gréifica completa.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 9 i ]

® EJEMPLO 3 G@Graficacién con intersecciones y simetria
Pruebe la simetria con respecto al eje x, al eje y v al origen de y = f(x) =1 — x*. Después
encuentre las intersecciones y haga el bosquejo de la grifica.
Solucién:
Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —yen y =1 — x4 se obtiene:
—y=1-x* estoes y=-1+
que no es equivalente a la ecuacién dada. Por lo tanto, la grifica no es simétrica con
respecto al eje x.
Con el eje y: al reemplazar x por —xen y = 1 — x* se obtiene:
y=1-(-x)* estoes y=1-x*
que es equivalente a la ecuacién dada, Por ende, la grifica si es simétrica con respecto
al eje v
Con el origen: al reemplazar x por —xy y por —yen y = 1 — x%,se obtiene:
—y=1—(—x)* estoes —y=1-—x* estoes y=-1+x*
que 1o es equivalente a la ecuacién dada. Asi, la grifica no es simétrica con respecto al
origen,

Intersecciones Para examinar las intersecciones con el eje x se establece que y =0 en

=1 — x* Entonces
2 1-x*=

(1-2)1+x)=0
Q-1+ +x*)=0
x=1 0 x=-1
Por tanto, las intersecciones x son (1,0) y (—1,0). Para examinar las intersecciones y, se
determina que x = 0. Entonces y = 1, por lo que (0, 1) es la tinica interseccién v,

Andlisis Sise grafican las intersecciones y algunos puntos (x,y) a la derecha del eje y,
puede hacerse el bosquejo de la gréfica completa mediante la simetrfa con respecto al
eje y (figura 11.35).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 19 S ]

¥
x| ¥ o
Interseccin y

T = TN
g |1 " F=fx)=1—x
1] 1
T | 1§
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1 | 36 ‘ - x
-1 1\,
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FIGURA 11.35 Grificadey =1— x*



La tnica funcion cuya grafica es
simétrica con respecto al eje xes la
funcién constante 0.

Este hecho puede ayudar a ahorrar
tiempo durante la verificacion de
las simetrias.
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La funcién constante f(x) = 0, para toda x, puede identificarse ficilmente como
simétrica con respecto al eje x. En el ejemplo 3 se mostré que la gréfica de y = f(x) =
1 — ¥* no tiene simetria respecto al eje x. Para cualquier funcién f,suponga que la gra-
fica de y = f(x) tiene simetria con el eje x. De acuerdo con la definicién, esto significa
que también se tiene que —y = f(x). Lo anterior indica que para una x arbitraria en el
dominio de fse tiene f(x) =y y f(x) = —y.Puesto que para una funcién cada valor de x
determina un solo valor de y,se debe tener que y = —y, y esto implica y = 0. Como
x es arbitraria, se sigue que si la grifica de una funcidn es simétrica con respecto al
gje x,entonces la funcién debe ser la constante 0.

® EJEMPLO 4 Graficacién con intersecciones y simetria

Examine la grdfica 4x* + 9y* = 36, para las intersecciones y simetrias. Haga el bosquejo
de la grifica.
Solucion:
Intersecciones Siy =0, entonces 4x> =36, de esta manera x = =3, Por lo tanto, las in-
tersecciones con el eje xson (3,0) y (—3,0). Six = 0,entonces 9y =36y de esta manera,
y = *2 Por lo tanto, las intersecciones con el eje yson (0,2) y (0, =2).
Simetria Con el eje x: al reemplazar y por —y en 4x? + 9y? = 36, se obtiene:
45 + 9(—y) =36 estoes d4x2+9y2 =36
como se obtiene la ecuacién original, puede afirmarse que existe simetria con respecto
alejex.
Con el efey: alreemplazar x por —x en 4x2 + %* = 36, se obtiene;
4—x)?+9y2 =36 estoes 4x?+9?=736
de nuevo se obtiene la ecuacidn original, de modo que también existe simetria con
respecto al eje y.
Con el origen: al reemplazar x por —xy y por —y en 4x* + 9? = 36, se obtiene:
4(=x)2+9(—y)2=36 estoes 42+ 9H?=36
como ésta es la ecuacion original, la gréfica también es simétrica con respecto al origen.
Andlisis En lafigura 11.36 se grafican las intersecciones y algunos puntos en el primer
cuadrante. Después los puntos se unen por medio de una curva suave. Los puntos del
cuarto cuadrante se obtienen por simetria con respecto al eje x. Después, por simetria
con respecto al eje v, se determina toda la gréfica. Existen otras formas de graficar la
ecuacién mediante la simetria. Por ejemplo, después de graficar las intersecciones y
algunos puntos en el primer cuadrante, por simetria con respecto al origen puede obte-
nerse el tercer cuadrante, Por simetria con respecto al eje x (o al eje ¥) puede obtenerse
la grifica completa,
AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 23 (i

En el ejemplo 4 la grafica es simétrica con respecto al eje x, al eje v y al origen.
Puede mostrarse que para cualquier grifica, si existen dos de los tres tipos de simetria,
entonces el tipo restante también debe existir,

¥

X ¥
+3 0 2 “-Iz"'gyz_ﬁ

5 5 /K‘\
] x
= 3
Simetria con respecto,

—2 al eje x, al eje y y al origen.
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FIGURA 11.36 Grifica de 4¢2 + 9y* = 36,
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® EJEMPLO 5 Simetria con respectoalarectay =x

DEFINICION
Una grifica es simétrica con respecto a la recta y = x,si y s6lo si (b, a) estd en la
grifica cuando (a, b) lo est4.

Otra forma de establecer la definicién es decir que al intercambiar los papeles de
xy venla ecuacién dada se obtiene una ecuacion equivalente.

Use la definicidn anterior para mostrar que x* + y* = 1 es simétrica con respecto a
la lineay = x.

Solucién: Alintercambiar los papeles de xy y se obtiene y* + x* = 1,lo cual es equiva-
lente a % + 2 = 1. Asi que ¥* + y* = 1 es simétrica conrespecto a y = x.

El punto con coordenadas (b, ) es la reflexién sobre (imagen especular en) la linea
y = xdel punto (a, ). 8i fes una funcién uno a uno, b = f{a) siy sélo si a = f~'(b). Asi
que la grafica de f' es la reflexi6n (imagen especular) en la linea y = x de la grafica de
. Es interesante notar que para cualguier funcion f puede obtenerse la reflexién de la
grifica de f. Sin embargo, la imagen resultante puede no ser la gréfica de una funcién.
Para que esta imagen reflejada sea la gréfica de una funcién, debe pasar la prueba de
la recta vertical. No obstante, las rectas verticales y horizontales son reflejos, una de la
otra, sobre la linea ¥ = x, y se observa que para que la imagen reflejada de la grifica
de fpase la prueba de la recta vertical, la grifica de fdebe pasar la prueba de la linea
horizontal, Ocurre esto (ltimo precisamente si fes uno a uno, que a su vez sucede si y
s6lo si ftiene una inversa,

® EJEMPLO 6 Simetria y funciones inversas
Bosqueje la gréfica de g(x) = 2x + 1 y su inversa en el mismo plano.
Solucion: La grifica de g es la linea recta con pendiente 2 e interseccién de y. Esta linea,
la recta v = x,y el reflejo de y = 2x + 1 en y = xse muestran en la figura 11.37.

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA 27  {i

¥

y=glx)=2x+1
- ¥

y=g'x)=1x-%

i R N R ¥ |

FIGURA 11.37 Grificadey = g(x) vy = g '(x).



Ejercicios 11.6

En los problemas I a 16, determine las intersecciones con el eje x y
con el gje y de las grificas de las ecuaciones. También pruebe la
simetria con respecto al eje x, al eje y, al origen y a lalfneay = x.
No haga el bosquejo de las grificas.

L y=5x 2 y=f(x)y=x>—4
A2 +y=8-y 4 x=y
5 16x2 —92 =25 6. y=57
¥, x=-2 8 y=|2x-2
W, x=—y™ 10, y =vxZ-25
L x—4y—y*+21=0
12, 2 +xy+y* =0
=t 1y

B y= =
14, 2 +xy+)y2 =0

-3 x*
Br=5es 100~
OBIETIVO
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En los problemas 17 a 24, determine las intersecciones con el eje x
vy con el efe y de las grificas de las ecuaciones. También, pruebe la
simetria con respecto ol eje x, al eje y, al origen y alalineay = x.
Después haga el bosquejo de las grificas.

17. 3x+ 2 =9 18 x— 1=yt +,2
#19, y= f(x)=x>— 4x 20, 3y = 5x —x°3
2L |x| =y =0 22, X2 +)y2 =16
#23, 922 +4y? =25 4. 22—y =4

125, Pruebe que Ia grificade y = f(x) = 5 — 1965 — x4 es simé-

+27,

11.7 Traslaciones y reflexiones

trica con respecto al eje y, y después grafique la funcién.

(a) Haga uso de la simetria en donde sea posible para encon-
trar todas las intersecciones Determine (b) el valor méximo
de f(x), v (c) el rango de f. Redondee todos los valores a dos
lugares decimales.

Pruebe que la grdfica de y = f(x) = 2x* — Tx* + 5 es simétrica
con respecto al eje y, y después grafique la funcién, Determi-
ne todas las raices reales de f. Redondee sus respuestas a dos
lugares decimales.

Bosqueje la gréifica de f(x) = —3x + 2 y suinversa en el mismo
plano,

Familiarizarse con las formas de las graficas
de seis funciones basicas y considerar la
traslacion, la reflexién, y el alargamiento y
contraccion verticales de la grafica de
una fundon.

tales funciones,

(d)

Hasta ahora, el enfoque de este texto en relacién con las grificas se ha basado en la
graficacion de puntos y en el uso de cualquier posible simetria, Pero esta técnica no es
necesariamente la ruta predilecta. M4s adelante se analizardn grificas con otras técni-
cas, Sin embargo, algunas funciones y las gréficas a las que estfin asociadas aparecen con
tanta frecuencia, que resulta ttil memorizarlas. En la figura 11.38 se muestran seis de

¥ ¥
[ | Fe=2

| | | i1 | i | 2I [ x

(b) )

¥

2k £x) = lxl
P 1 1 1 _I 2I I 1 = X L 1 1 1 - 2

© ®

FIGURA 11.38 Funciones utilizadas con frecuencia.



156 Capitulo 11 Funciones y graficas

FIGURA 11.39 Grificadey =2+ 2

A veces, al modificar una funcién mediante una manipulacién algebraica, puede
obtenerse la gréfica de la nueva funcién a partir de la gréfica de la funcién original,
mediante una manipulacién geométrica. Por ejemplo, puede utilizarse la grafica de
f(x) = 22 para graficar y = x? + 2, Observe que ¥ = f(x) + 2. Por lo tanto, para cada
x,la ordenada correspondiente para la gréifica de y = 1* + 2 es 2 unidades mayor que
la ordenada para la grifica de f(x) = x2 Esto significa que la gréifica de y = x> + 2 es
simplemente la gréfica de f(x) = x*desplazada o trasladada 2 unidades hacia arriba (vea
la figura 11.39). Se dice que la gréfica de y = x* + 2 es una transformacién de la gréfica
de f(x) = x2 La tabla 11.2 presenta una lista de los tipos bésicos de transformaciones.

TABLA 11.2 Transformaciones, ¢ =0
Cémo transformar la grificade y = f(x)

Ecuacién para obtener I grifica de la ecuacién
y=flx)+ec Desplazar ¢ unidades hacia arriba
¥= Hrx)=¢ Desplazar ¢ unidades hacia abajo
y=Jrx=0 Desplazar ¢ unidades hacia la derecha
y=flx+ec) Desplazar ¢ unidades hacia la izquierda
y=—f(x) Reflejar con respecto al eje x
¥ = f(=x) Reflejar con respecto al eje y
y=cf(x) c>1 Alarpar verticalmente alejandose
del eje x por un factor ¢
y=cf(x) ¢ 1 Contraer verticalmente hacia el eje x
por un factor ¢

® EJEMPLO 1 Traslacién horizontal
Haga el bosquejo de la grifica de y = (x — 1)

Solucion: Se observa que (x — 1) es x* en donde x ha sido reemplazada por x — 1, Por
lo tanto,si f(x) = x*,entonces y = (x — 1)* = f(x —1),que tiene la forma f(x — ¢),donde
¢ =1.Delatabla11.2,1a grificade y = (x — 1) es la grifica de f(x) = x* desplazada una
unidad a la derecha (vea la figura 11.40).

AHORA RESUELVA EL PROBLEMA Z @i

t

FIGURA 11.40 Gréficade y = (x — 1)%
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FIGURA 11.41 Para graficar ¥ = —4 /X, comprima
¥ = /xy refleje el resultado con respecto al eje x.

® EJEMPLO 2 Contraccién y reflexién
Bosqueje la grificade y = —} /.
Solucién: Este problema puede resolverse en dos pasos Primero, observe que 3 3 VX es VX

VX, entonces 3 VX = 3 f(x), que tiene la forma cf (x),

donde ¢ = §.De modo que lagréfu:a de y=3 v’"es la gréfica de f comprimida vertical-
mente hacia el eje x por un factor de 3 (transﬁormamén 8,tabla11.2;vea lafigura 11 41)

Segundo, el signo menos eny =

— } /X provoca una reflexion en la grifica de y=3vx

con respecto al eje x (transfmmacién 5, tabla 11.2; vea la figura 11.41),

Ejercicios 11.7

En los problemas I a 12 wtilice las grificas de las funciones de la
figura 11.38 y las técnicas de transformacidn para graficar
las funciones dadas.

Ly=x-1 2 y=—x
1
‘ TS =
¥=T—5 Vx+2
2
*8 yti 2Ix|—2
1
y=|x+1 -2 &yﬁ—gﬁ
9, y=1—(x—1)% W y=(x—-12+1
5
L y=+=x EJ’—ﬂ

En los problemas 13 a 16, describa qué debe hacerse a la grifica
de y = f(x) para obtener la grifica de la ecuacion dada.

13, y=2f(x +3)+2 W y=f(x+3)—4

17.

AHORA RESUELVA EL PROBELEMA 5

y=Ffl=x)—:5 16. y = f(3x)

Grafique la funcién y = 3/x + kparak =0,1,2,3,-1, -2y -3,
Observe las traslaciones verticales comparadas con la primera
gréfica.

Grafiquclafundén}' =+x+kpara k=0,1,2,3, -1, -2,
parak =0,1,2,3, -1, -2y —3, Observe las traslaciones hori-

zontales mmparadas con la primera gréflca.
Grafique la funcién y = ky/x para k= 1,2, §y3 Observe la
contraccion y el alargamiento verticales comparados con

la primera gréfica. Grafique la funcién para k = —2 Observe
que la gréfica es la misma que la que se obtiene por medio de
un alargamiento, en un factor de 2, de la reflexién de y = /'x
con respecto al eje x.

11.8 Repaso
Términos y simbolos importantes Ejemplos
Seccién 11.1 Funciones
funciéon dominio rango variable independiente Ej.2,p.78
variable dependiente  valor funcional, f(x) Ej.3,p.79
cociente de diferencia, w Ej.4,p.79
funcion de demanda  funcién de oferta Ej.5,Ej. 6,p. 80
Seccién 11.2  Funciones especiales
funcion constante  funcién polinomial (lineal y cuadritica) Ej. 1,Ej. 2,pp.82 y 83
funcién racional funcion definida por partes Ej.3,Ej. 4,p. 83
valor absoluto, [x|  factorial, r! Ej.5,Ej. 6,p. 84
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Seccion 11.3 Combinaciones de funciones
f+g f—g fg flg funci6ncompuesta,fog

Ej. 1,Ej.2,pp. 87y 88

Seccién 11.4 Funciones inversas

funcién inversa, f~!  funcién uno a uno Ej. 1,p. 92
Seccién 11.5  Grificas en coordenadas rectangulares

sistema de coordenadas rectangulares ejes de coordenadas

origen  planox,y  parordenado (x,y)  coordenadasde un punto

cuadrante gréifica de una ecuacién  interseccidn x interseccién y Ej. 1,p. 9%

grifica de una funcién eje de valores de la funcién raices de una funcién Ej. 4,p. 97

prueba de la recta vertical prueba de la recta horizontal Ej. 8,p. 100
Seccion 11.6  Simetria

simetria con respecto al ejex  simetria con respecto al gje y Ej.1,p. 103

simetria con respecto al origen simetria con respecto ay = x Ej.6,p. 107
Seccién 11.7  Traslaciones y reflexiones

traslaciones horizontales y verticales Ej.1,p 109

alargamiento y reflexién Ej. 2,p. 110
Resumen

Una funci6n f es una regla de correspondencia que asigna exacta-
mente un niimero de salida f(x) a cada niimero de entrada x. Por lo
general, una funcidn se especifica por medio de una ecuacién que
indica lo que debe hacerse a una entrada x para obtener f(x). Para
conseguir un valor particular f(a) de la funcién, se reemplaza cada x
en la ecuacién por 4.

El dominio de una funcién consiste en todos los niimeros de
entrada y el rango consiste en todos los niimeros de salida. A menos
que se especifique lo contrario, el dominio de fconsiste en todos los
niimeros reales x para los cuales f(x) también es un nimero real.

Algunos tipos especiales de funciones son las constantes, las po-
linomiales y las racionales. Una funcién que estd definida por mds de
na expresién se denomina funcién definida por partes,

Una funcion tiene una inversa si y sélo si es uno a uno.

En economia, las funciones de oferta (o demanda) indican una
correspondencia entre el precio p de un producto y el niimero de
midades g del producto que los productores (o consumidores) ofre-
cerdn (0 comprardn) a ese precio.

Dos funciones f y g pueden combinarse para formar una suma,
diferencia, producto, cociente 0 composicién como sigue:

(f+g)x) = f(x)+ g(x)
(f —g)x) = flx)—g(x)
(fe)(x) = flx)g(x)

(5)o-

(f = 8)x) = flg(x)

Un sistema de coordenadas rectangulares permite representar de
manera geométrica ecuaciones con dos variables,en particular aque-
las que surgen de funciones. La grifica de una ecuacién en x y y con-
siste en todos los puntos (x, y) que corresponden a las soluciones de
la ecuacion. Se grafica un niimero suficiente de puntos y se conectan
(donde sea apropiado), de modo que la forma bdsica de la grafica
sea evidente. Los puntos donde la gréfica interseca al eje x y al eje y
se denominan interseccién x e interseccidn y, respectivamente. Una
interseccién x se encuentra al determinar y igual a 0 y resolver para x;
una interseccion y se encuentra al determinar x igual a 0 y resolver
para y.

La préfica de una funcién fes la grafica de la ecnacién y = f(x) y
consiste en todos los puntos (x, f(x)) tales que x estd enel dominio de
f.Las raices de fsonlos valores de x para los cuales f(x) =0. Con base
en la grifica de una funcién es ficil determinar su dominio y rango.

Para verificar que una gréfica representa una funcidn se utiliza
la prueba de la recta vertical. Una recta vertical no puede cortar la
gréfica de una funcién en més de un punto.

Para verificar que una funcién es uno a uno, se utiliza la prueba
de la recta horizontal. Una recta horizontal no puede cortar la grafi-
ca de una funcién uno a uno en més de un punto. Cuando la funcién
pasa la prueba de la recta horizontal, la gréifica de la inversa puede
obtenerse al reflejar la gréfica original en la linea y = x.

Cuando la gréfica de una ecuacidn tiene simetria, el efecto de
reflexién (imagen especular) permite bosquejar la grifica con me-
nos puntos que los que serian necesarios de otro modo, Las pruebas
para simetria son las siguientes:

Simetria con respecto al eje x Reemplace y por —y en la ecua-
cién dada. Es simétrica si se ob-

tiene una ecuacion equivalente.

Simetria con respecto al eje y Reemplace x por —x en la ecua-
dén dada. Es simétrica si se ob-

tiene una ecuacion equivalente,

Reemplace x por —x y y por —y
en la ecuacion dada. Es simétrica
si se obtiene una ecuacién equi-
valente.

Intercambie x y y en la ecuacion

dada. Es simétrica si se obtiene
una ecuacion equivalente,

Simetria con respecto al origen

Simetria con respecto ay = x

Algunas veces la grafica de una funcién puede obtenerse a par-
tir de una funcién conocida, por medio de un desplazamiento verti-
cal hacia arriba o hacia abajo, un desplazamiento horizontal hacia la
derecha o hacia la izquierda, una reflexion con respecto al gje x o al
gje y,0 bien un alargamiento o una contraccién vertical en direccion
del eje x. Tales transformaciones estdn indicadas en la tabla 11.2 de
la seccién 11.7.
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Se sugiere utilizar los problemas cuyo niimero se muesira en color
azul, como examen de prictica del capiiulo.

Proporcione el dominio de cada funcidén delos problemas 1 a 6.
x
L feo= XE—=px+5

2 g(x)=x*+51x -1l
3, F(t)="Tt + 42

4, G(x) =18
S.h(x)=x%
6. H(s) = ”4_5

En los problemas 7 a 14, encuentre los valores de la funcién parala
funcion dada.

7 _f'[x) = 3’3’-‘2 —dx+ ? f[u)' f(_3)1 ﬂ5)1 _r(f)
8. h(x)=T; h(4),h ( ).n( 156), h(x +4)

9. G(x) = vx =3 G(3),G(19), G(t +1), G(x*)
10. F(x) = E: F(~1), F(0), F(5), F(x +3)

1L h(u) = ; Mi),h( 4), h(x), h(u —4)

12, H(s) = )z . H(=2), H(T), H( ) H(x)
-3 six<1

B. f(n= 4+x six>1°’

g+1 si—1=g<0
4. f(g) = { +1 si0=g<5 ;

-9 sis5=g=7

1 1
1(-3 ) 10 £(3) 16 59

En los problemas 15 a 18 encuentre (a) f(x + h) y (b)
f(x+h)— flx)
h

15, f(x)=3—-Tx

16, f(x) =117 +4
17, f(x) = 4x2 +2x— 5
B fx)= x+ l
19, Sif(x) = 3x — 1y g(x) = 2x + 3, encuentre lo siguiente;
(@ (f+g)x)
M) (f+g@)
© (f—x)
(d) (fe)lx)
(e (fo1)

® %{x)
® (o))

() (fe=g)5)
@ (g° Hix)

simplifigue sus respuesias.

20. Sif(x) = —x*y g(x) = 3x — 2, determine lo siguiente;
@) (f +g)x)
M) (f —g)x)
© (f—g)(-3)
(@ (feg)x)

© L

o Lo
@® (feg)x)
() (go)x)
@ (g N(-4)
Enlos praba‘emas 21 a 24, encuentre (fo g)(x) y (g2 H(x).

2L f(x) = 2, g(x) ¥+

22, f(x)=——, g(x) vx

2, f(x)= v’x +2, g(x) =x°

24, f(x)=2, g(x)=3

En los problemas 25 y 26, encuenire las intersecciones de la grifica
de cada ecuacidn y pruebe la simetria con respecto al eje x, al efe y, al
origen vy a x = y. No haga un bosguejo de las grificas.

25, y=3xr—x°
x2)?
2+y+1

En los problemas 27 y 28, encuentre las intersecciones con el eje x
ycon el eje y de la grifica de cada ecuacion. También examine la
simetria con respecto al eje x, al eje y y al origen. Después haga un
bosgquejo de las grificas.

27, y=9—x2

28. y=3x—-7

En los problemas 29 a 32, trace la grdfica de cada funcién y propor-
cione su dominio y rango. También determine las intersecciones.

26. =4

29, Glu)=+u+4
W flx)=|x +1
AL y=gt)= — =4 2 3
32 hiu) = +—5u

33, Grafique la signiente funcién definida por partes y proporcio-
ne su dominio y rango:
_ _ 2 six=0
y—f{x)—{z_x six>0
34, Utilice la grafica de f(x) = +/% para hacer un bosquejo de la
grificade y = v/x -2 — 1,
35, Utilice la gréfica de f(x) = »* para hacer un bosquejo de la
1
gréﬂcadﬂy=—ixz+2.

3. Ecuacion de tendencia Las ventas anuales proyectadas (en
ddlares) de un producto nuevo estén dadas por la ecuacién
§ = 150 000 + 3000¢,donde ¢ es el tiempo en afios, contados a
partir de 2001. Tal ecuacién se denomina ecuacién de tenden-
cig. Encuentre las ventas anuales proyectadas para 2006, ;Es §
una funcién de 7
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37. Enlafigura 1142, ;cudles grificas representan funciones de x?

¥ ¥ ¥

N A S
NP

(a) (b) (c)

FIGURA 11.42 Diagrama para el problema 37.

38, Sif(x) = (x® — x+ 7)% encuentre (a) f(2) y (b} f(1.1). Redon-
dee sus respuestas a dos decimales,

:39- Encuentre todas las raices reales de la ecuacién
S =xt=ap -2
Redondee sus respuestas a dos decimales.

[
&

Encuentre todas las raices reales de la ecuacién
-4 =(2x— 1)

Redondee sus respuestas a dos decimales,
Encuentre todas las raices reales de:

fx) = x@12 — 3P —x3 +1

Redondee sus respuestas a dos decimales.
Determine el rango de:

flx) = —25x—4 six< 0
6+41x —x% six=0

Con base en la grifica de f(x) = —x* + 0.04x + 7, encuentre
(a) el rango y (b) las intersecciones. Redondee los valores a
dos decimales,

Con base en la gréifica de f(x) = vx + 5(x? — 4), encuentre
{a) el valor minimo de f(x), (b) el rango de 'y (¢) todas las
raices reales de f Redondee los valores a dos decimales.
Grafique y = f(x) = x* + x*,donde k = 0,1,2,3y 4. ;Para
cudles valores de k la gréfica tiene (a) simetria con respecto
al gje y, (b) simetria con respecto al origen?



APLICACIONES DIVERSAS

12.1 Definicién intuitiva de
limite

12.2 Divisién sintética

Evaluacién de fracciones simples que se utilizarén en los limites de funciones.

12.1 Definicion intuitiva de limite

Decimos que el limite es ¢l valor apreximado de una expresién cuando nos acercamos
aun cierto valor (niimero real).

P(x)
Q(x)’
cepto para el valor donde Q(x) = 0;y si P(x) y Q(x), al ser evaluados en un nimero,

quedan de la forma g-, el resultado indica que la expresidn no estd definida para ese va-

Si tenemos una expresion de la forma que existe para todo niimero real ex-

lor. Sin embargo, utilizando el concepto de limite podemos encontrar un valor cercano
ala expresion cuando nos aproximamos a ese valor,
A continuacién mencionaremos los casos con los que podemos enfrentarnos al ha-
cer una evaluaci6n en un niimero con expresiones del tipo —g((‘g, algunas definidas y
otras no. También veremos los procedimientos algebraicos que existen para encontrar
un valor aproximado de la expresion cuando al evaluarla en un niimero quede de la
0
forma: 0
Las formas que puede adoptar la expresién son;

a. (%) = (), donde k& es una constante,

b. (%) # 3 (no existe), donde k es una constante.

(8 (%) = (forma indeterminada).

Los procedimientos algebraicos que se utilizan son;
= Factorizacion del numerador, del denominador o de ambos,
* Racionalizacién del numerador o del denominador.

* Simple desarrollo algebraico del numerador, del denominador o de ambos.
* Divisién algebraica o divisién sintética.

@® EJEMPLO Determinar el valor de la expresién para el valor indicado

Ay = arax =3
5:«—1’1:l

161
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Solucion: sustituyendo en cada x el valor indicado tenemos que el valor de la expresién
€s:

43)-5_12-5_7_1
53)-1 15-1 14 2

Eso significa que cuando x =3 la fraccidn tiene un valor igual a %.Tamhién puede indi-

carquesixseapmmimaa:ﬂaexpresﬁnseaprmimaa%.

® EJEMPLO Encontrar el valor de la expresién dada para el valor indicado

“—4

Solucion: sustituyendo x =2 tenemos que el valor de la expresion es la forma (%), esto
es!

Jparax =2

2-2... 0.0
2-4 4-4 0
Lo anterior implica que la expresién tiene una forma indeterminada en x = 2, pero
podemos factorizar el numerador y denominador de tal manera que parax # 2 o para
valores muy cercanos a 2, la expresion si esté definida:
E~E X=2 A
2-4 @E+2)(Hx-2) x+2
Por tanto, si evaluamos la expresién en x = 2 tenemos que:
1 1 1

—_— =1 L R
2 2+2 4

x F2

X—2
P-4

® EJEMPLO Encontrar el valor de la expresién dada para el valor indicado

Concluimos asi que se aproxima a% para valores muy cercanos a 2,

3-Vx arax =9
g —x P

Solucion: si evaluamos la expresién dada nos queda de la forma (%), esto es:

3-vV9 3-3 _ 0

Ello indica que en x = 9 la expresién tiene una forma indeterminada, mientras que para
valores muy cercanos a 9 existen dos alternativas para obtener el valor aproximado.

Alternativa |
Factorizar el numerador y denominador:

3=Vg 3-vx 1
9-x (3-Vx)B3+Vx) 3+Vx

Luego, evaluar x =9 en la tiltima expresion:

x#E9

1 1 1

x =9 - =

3+Vx 3+V9 6

concluyendo asi QI.ie para valores muy cercanos a 9 el valor de la expresion dada es

aproximadamente 5
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Alternativa Il

Sino se aprecia si la expresién es o no factorizable, existe la posibilidad de racionalizar,
es decir, de multiplicar por el conjugado:

3-Vx _3-Vx 3+Vx  9-x 1
9—x 9—-x 3+Vx (©O-0[3+Vx) 3+Vx
1

Luego, evaluando x = 9 en esta tiltima expresitn, queda I3

x#9

1 1 1
——— =0 — 2D
3+Va " 3+V0 6
Por amlIJas alternativas se concluye que el valor de la expresién dada es aproximada-

mente E

® EJEMPLO Encontrar el valor de la expresién dada para el valor indicado
L
L‘x_.'.hhuz! para h=0
Solucion: evaluando i = 0 en la expresién nos queda de la forma (E),esto es:

0
x+0P-2_22-22_0
0 0 0

Por lo tanto, concluimos que la expresion tiene una forma indeterminada en i = 0, pero
podemos desarrollar el numerador y ver qué pasa cuando Ase aproxima a cero, esto es:

4+ =" P+h+h -8 Wh+ R h(2x+h)

h h h w
Sustituyendo & = O en la {ltima expresidn;
2x+h, h=0
2x+0=2

12.2 Division sintética

La divisidn sintética es una forma abreviada de la divisién larga ya que se trabaja sélo
oon los coeficientes de las variables,

@ EJEMPLO Encontrar el valor de la expresién dada para el valor indicado

lex:—Z
L+ +2 "

Solucidn: evaluando la expresién en x = —2 tenemos que el resultado es de la forma %,

asi que la expresion tiene una forma indeterminada en x = —2, pero para valores muy
cercanos a —2 podemos aproximarnos a un resultado a través de 1a factorizacion, El nu-
merador serd factorizado a través de division sintética porque es la manera més sencilla
de factorizar polinomios de grado = ados, Para efectuar la divisién sintética damos por
hecho que x = —2 es una raiz del polinomio puesto que la evaluacién en este niimero
dio como resultado cero,

Pasos para efectuar la division sintética

a. Se colocan los coeficientes numéricos del polinomio de mayor a menor con res-
pecto a la potencia de la variable (su grado), en linea (del lado izquierdo), Si no
aparece alguna potencia, en su lugar se coloca un cero.
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b. Delotro lado de los coeficientes (lado derecho) se coloca la posible rafz del polino-
mio.

¢. Se baja el primer coeficiente para empezar a formar el tercer renglén, Esta canti-
dad se multiplica por la posible raiz y el resultado se coloca debajo del siguiente
coeficiente para empezar a formar el segundo rengldn,

d. Se efectiia la suma o resta indicada en el primer y segundo renglones y se repite el
paso ¢ hasta terminar con el dltimo coeficiente,

¢ La cantidad que estd a la derecha es una raiz del polinomio si y sélo si el dltimo
coeficiente del tercer renglén (llamado residuo) es cero.

d. Los niimeros que quedan en el tercer rengldn son los coeficientes del polinomio
llamado cociente, acomodados en orden descendente con respecto a la potencia de
la variable. Tomese en cuenta que el grado del cociente es uno menos que el orden
del polinomio original.

Representacion de los pasos anteriores

S raiz (r)
|7

coeficientes

del polinomio

[0] «— Residuo

Coeficiente

La factorizacién del polinomio, de acuerdo con la teoria de ecuaciones, quedaria expre-
sada por el producto de: (x — r) (cociente). Esto es:

1. =k =1 ipl—z
= 6 -10
1 -3 5 (o]

La factorizacion del polinomio es:
P——a+10=(xr+2) (F—3x+3)
Mientras que la factorizacién de: ¥ + 3x + 2 = (x + 2)(x + 1).

Por lo tanto;

ket vt it L S k) Rt ) O el i
2k A+ 2 x+2)(x+1) x+1

Evaluando esta iltima expresién en x = —2, tenemos que:
.:c2—3,1r+5_x=_2 (=2P=3=2)+35_4+645
x+1 ' (-2)+1 -1

Se concluye asi que cuando x se aproxima a —2 la expresion toma un valor aproximado
de —15.

—15
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Ejercicios 12.1

L Evaluar las siguientes expresiones racionales para el valor 8. 2Hx—2 i
hdicadu.Silacxpresidnqwdadclaforma%,aplicara]gﬁn ¥—3x+7
método algebraico para dar una aproximacion para valores 9, ﬂ: ¥=0
muy cercanos al indicado. V-3
¥-bx T Wt L
L r et 3-Vi
¥*—16
_l r—1o _
Z-xxs l.x:l 1L x_zlx_z
3 e =-3 12. L 2: =0
Hr 36" t
\r’x+h—"v’; F_F_I'FIG - _
4 Tihm:' ) L+u+2 L %
2 ¥ aereEn
h—4
@ 15, 2x’—5x2—2x—3;x23
6'a‘+2a"a_0 - 13 +4x — 3
+hP—9
7. &;h=0

h



EVALUACION DE
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Introduccién

En algunos temas de cdlculo es necesario evaluar todo tipo de expresiones en un cierto
valor, En esta seccién se realizardn evaluaciones que consisten en sustituir el valor dado
en la variable involucrada y efectuar las operaciones indicadas.

Es indispensable conocer la notacién con la que se va a trabajar, es decir, cuando
una expresion depende de una variable se dice que la expresion estd en funcion de
esa variable. Por ejemplo, si la expresién depende de x entonces recibe el nombre
de fix), aunque a la funci6én puede lamérsele de muchas formas; g(x), h(x), w(x), etcéte-
ra. Cuando la expresién dependa de otra variable su notacién serd f( ), g( ), h( ), etcé-
tera, y dentro del paréntesis estard la variable involucrada. También puede ocurrir que
la expresién dependa de més de una variable y, en tal caso, tendrfa como notacién espe-
cial: f (x,, x,, x,,... x,), donde cada x , x,, x,,... x,,representa a cada una de las variables.

® EJEMPLO Evaluar la expresién dada en los valores que se indican
f)=3x+2

Evaluar en:
a.x=0
b.x=1

1
3
d.x=h
e. x=V2

L x=-V2

Solucion: lo tinico que tenemos que hacer es sustituir los valores indicados en cada x
que encontremos en la expresion,

a f0)=30+2=0+2=2 = fm=2
b. f(1)=3(1)+2=3+2=5 = f) =5

ARf)ererianan )

dfh=3K+2=3h+2 = f(h)=3n+2

e f(V2)=3V2)+2=3V2+2 =  f(V2)=3V2 +2

L f(-V2)=3-V2)+2=-3V2+2=  f(-V2)=-3V2+2

@ EJEMPLO Evaluar la expresién dada en los valores que se indican
g =y -3y+1

&G x=

167



168 Capitulo 13 Evaluacién de expresiones algebraicas

Evaluar en:
a. y=-1
b. y=0
ey 2
Y=g
dy=x+h
e y=h
f. y=-V2
Solucién:
ag(-)=(-1P-3(-)+1=1+3+1=5 = g(-1) =5
b. 2(0)=(02-30)+1=0+0+1=1 = g(@=1
AU b A 4
—)={—=—) -3=—|+1=—+2+1
"‘g(s) (3) (3) 9
4 3l AT |
=—4 = — | /. el
9 3 9 = t""(3) 9

dgx+h)=@x+h?-3x+h+1=x2+2h+h -3 -3k +1

d g (x+h)=x2+2xh+ K —3x —3h +1
e. g(P) =) -3 +1=h" -3 +1 = g =h"-3K+1
f. g(—ﬁ]={—ﬁ}2—3(—ﬁ}+1=2+3‘VE+1 = g(-V2)=3V2+3

® EJEMPLO Determinar L& ’2 =10, qonde <0
a f(x)=42—-5x+7
b. f(x) =Vx

Solucién: para determinar lo solicitado se puede empezar por obtener f(x + h); luego,
como f{x) se conoce, se continta con las operaciones indicadas, Entonces:

a fx+h=4(x+h?>—=5(x+hk +7,f(x) =4 — 5x +7. De aqui que:
fa+h) —f)  4x+h’-Sx+h)+7— (4" —-5c+7)

h h
_ AP+ 2k + B —5x—5h+7 — 4’ + 5~ 7)
h
=4x2+8xh+4h2—5x—5h+?—4x2+5x—?)
h
=4E+8xh—5h=h(4h+3x—5)=4h+8x_5
h h
-+ =
Se concluye quesif(x) =4x* - 5¢x+7 = fa+h-f@) —4h+ 8% —5

h
b. Sif(x) = Vx,los cilculos son semejantes, esto es:
flx+h)=Vx+h y flx) =Va,
por lo tanto:

f§x+h!—f!x! Vx+h-Vx -Vx
h h



Ejercicios 13.1
L Evaluar las siguientes expresiones en el valor indicado.

1

2,

3

10.

Ejercicios 169

Al racionalizar el numerador en la iltima expresién, multiplicando por el conjugado en
el numerador (arriba) y en el denominador(abajo), tenemos que:
Vith-Vi_ Vith-Vi Vith+Vz
h - h Vi+h+Vx
_WVx+h)-WWx)  x+h-x
T VxR +Vx)  AVx+h+ Vi)
_ h _ 1
CHVi+h+Vx) Vi+h+Vx

: _ flx+h)—Fflx) _ 1
Se concluye que si f(x) =Vx - P - e W

Sif (x) = 22 — 1, halle £ (0), (1), F(VZ) y£(~2).
Sig(x) = x2 + x, halle g (0), g (1),g (V2 )y g (—2).

Sih(y)=Vy+ Lhalle £ (0}, h (3}, & (—1)y h (—5).

Siw (x) = V2x + 4, halle w (0), w (), w G—), w (—%)

Sif(x) = 2+1

halle £(0), f(1),f(V2) y f(—1).

Sif (¥) = 3¢ — x halle f(a),f (a-+ 1),£(@), (5 ) y F(~a).

Sif (x) = 26 ~ 2 halle f5), £ (5 + 1.f (3. £ 5 ). F (b,

S5i g [x) - r3 == l, ha-“ﬁg(_]-}' 3(1)1 g{d),g (%)'

2.haue:f{aarf(—ﬂ.
halle £ (1), £ (0), f(VZx) y f(—2).

x = 0, halle £(1),f(0),f VZx) y f(—2).

Encuentre fle+ ',2 =) ;donde h # 0 es una constante y:

xz_", x#2
sif(=| % 2

4 , x=
; _[ 2+2x, x=1
sife ={ 5 121,

10 x=0
Sif{x)=[ 0

10 x=0
a f(x)=x
b f(x)=xX+3x—7
o flx)=x*

1
LI~

Encuentre fa+ "2 —f® ;donde & # 0 es una constante y:

a flx)=3x—-2
b fx)=2x"—3x+4
e fx)=2Vx



EL ALGEBRA Y SU CONEXION

CON EL CALCULO

14.1

Racionalizacién

14.2 Simplificacién de

expresiones que
son respuestas para
problemas de calculo

A

Introduccién

En célculo, un problema se resuelve siguiendo una serie de pasos, la mayor parte de
ellos sélo algebraicos. Por tal motivo, en esta seccién realizaremos simplificaciones alge-
braicas pero con ejercicios que signifiquen una aplicacién directa al célculo.

14.1 Racionalizacién

En el tema de radicales aplicamos la racionalizacién, generalmente en el denomi-
nador, Ahora racionalizaremos el numerador o el denominador de acuerdo con la
localizacion del radical en la expresion algebraica.

® EJEMPLO

Racionalice el numerador en %

¢ Primero analice que para eliminar el radical del numerador debe multiplicar por su
factor conjugado (es un binomio igual pero con signo diferente); V4 + x + 2.

* Se puede eliminar el radical en el numerador multiplicando el numerador y el de-
nominador de la expresion fraccionaria dada por V4 + x + 2,

s Se efectiian las operaciones en el numerador mientras que en el denominador sélo

se dejan indicadas,
Va+x-2 Va+x-2 Va+x+2 (Va+af-2
x x Va+x+2 AVa+x+2)
. x _ 1
AVa+x+2) AVa+x+2] Va+x+2
® EJEMPLO
P ; 36-1¢
Racionalice el denominador en :
6 —Vt

* Como en el ejemplo anterior, para eliminar el radical del denominador hay que multi-
plicar por su factor conjugado: 6 — V',

¢ Esposible eliminar el radical en el denominador multiplicando numerador y deno-
minador de la expresién fraccionaria dada por 6 — V1,

+ Se efectiian las operaciones en el denominador mientras que en el numerador sélo

se dejan indicadas.
36—1 _ 36—:_6+VT=(36—t)|{6+x/ﬂ=(36—t)(6+x/5]6+w&-
6-V:r 6-Vr 6+Vi 62 — (Vi) 36—t '

1m7m
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Ejercicios 14.1

S N yri-Vy+l

%
1+2-2%r+1

Vr+9-—-3

X

;

X

& Vr+i-1
Yx+5-—=2

x+1

X
0. 5 va—x

14.2 Simplificacion de expresiones que son
respuestas para problemas de calculo

También es posible hallar expresiones algebraicas que son una respuesta para algunos
problemas de célculo, pero éstas deben estar simplificadas y para ello hay que saber
aplicar la simplificacién algebraica.

@ EJEMPLO

Simplifique completamente la siguiente expresién algebraica que constituye una res-
puesta para un problema de célculo.

(B +d4r-1) @) (2 =3P 2)+ (2x —3)" (6x + 4)

Primer término Segundo término
Para empezar se debe ordenar la expresion de la siguiente manera;

* En el primer término se multiplica el 4 por el 2 y el resultado se escribe al principio;
en el segundo término se factoriza 6x + 4 y el total se acomoda al comienzo del
segundo término,

837 +4x—-1) (2x =3 +2(3x +2) (2x - 3)*

+ Enseguida se obtiene el factor comiin, que es la expresion que se repite en todos los
érminos, y en este ejemplo es: 2(2x — 3)°

=2(2c - 3)°[432 + 4x — 1) + (3x + 2) (2x - 3)]

+ Finalmente se efectiian las operaciones que estdn dentro de los corchetes y se sim-
plifica por completo.

=2(2x = 3)* (122 + 16x — 4 + 6x> — 5x — 6)
=2(2x — 3)° (182 + 11x — 10)
=2(2x— 3P (9x +10) (2x — 1)

® EJEMPLO

Simplifique completamente la siguiente expresién algebraica que constituye una res-
puesta para un problema de célculo.

2
3

(12x - 1)% (2) (x2 = 1) (2x) + (2% - 1)2@) (12x — 1) 3 (12)



Ejercicios 14.2

Ejercicios 173
s Primero se ordena la expresién.
= dx(12x - 1)% (¥* = 1) + 4(12x - 1)'% (*-1)°
* Tuego se obtiene el factor comiin,
= 4x(12x - 1)% (@ = 1) [x(12¢ = 1) + (22 = 1)]
« Finalmente se realizan las operaciones y se simplifica,
= 4x(12x - 1)_§(x2— 1) (12 =x + 22 =1)
= 4x(12x — 1)‘5”(:3—1) (132-x-1)

_ a2 -1) (132 - x — 1)
(12x—1):2?

® EJEMPLO

Simplifique completamente la siguiente expresidn algebraica que constituye una res-
puesta para un problema de célculo.

_1_(zx-1)—%[¢(x+1)(z)—(2x—x)(¢3]

2\4x+1 (4x + 1)2

* Se separan los exponentes del numerador y del denominador de la expresion ra-
cional que estd elevada al —%, y se realizan las operaciones que aparecen entre
corchetes,

Moultiplicar los niimeros
g | ’ o, )
1 (2x-1)2(Bx+2—-8x+4) 1 (2x-1)2(6)
= =5 T 1
2 (@c+1)7@x+17 2 (4x+1)72 (4x + 172
Sumar los exponentes

+ Seefectiian las operaciones correspondientes sin dejar exponentes negativos en el
resultado,

3
2 1 3
(2x —1)2 (4x + 1)2

L Gr+20 (D2x+ 32+ 2 + 33 3x + 272 (3)

2 (=30 (38— 1er) + (32 — 1F(4) (8 — 3)32 (2x)

A (Gx—1P(-DNA-)(H+ (147D (x—1)(5)

4 (2= D42 G- 297 (—4) + (3 - 2992 (2~ 1)* (20)

5 (x—2) (%) (4x + 172(8) + (4 + X2 (3) Bx — 27 (3)
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@x - 1) (%) — (22— 2)% (6x) — (32 — 1)F (8x)
@ -1y

6.

7. (- 1)%@) (- 293 (—4x) + (1 — 29 (%) (62 — 1773 (2)

1 i 1
(4x + 52 (—6x) — (1= 3 (5) (4x + 572 (4)

[(ar+ 5[
9. 12(x2 — 4)* (3x + 5§ + 10x(3x + 5)* (x> — 4)*
x—3\U[(x+2)—(x—3)
u(x+2) [ {x-;-z)i
(1)(&f—3)-%{f+2> (16x) — (8x* — 3) (2x)
x2+2 [xz+2}2

2

1. 652 +2)(3) @+ @) + (4 + 5% 6) (109

130 Gx+ 2P () (2x +37 () + 2x + 3P (3) Br + 22 (D)

14, (2 —3)4(5) (3x2 — 1) (6x) + (3x — 1 (4) (x> — 3)° (%)
15 (Sx— 1P (-3) (1 —a) (-4 + (1 —4x)* (2) (5x — 1) (5)
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